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Introduccio´n
El objetivo de este trabajo es estudiar los semigrupos nume´ricos, que son
una clase especial de semigrupos, y su conjunto de lagunas. Un semigrupo
nume´rico es un subconjunto de N0 (el conjunto de los enteros positivos con
el 0) cerrado por suma y de complemento finito. El complemento de un se-
migrupo nume´rico es su conjunto de lagunas. La nocio´n de semigrupo esta´
relacionada con el problema de determinar los enteros positivos que pue-
den ser expresados como x1n1 + x2n2 + . . . + xrnr para un conjunto dado
{n1, n2, . . . , nr} de enteros positivos y para enteros no negativos arbitrarios
x1, x2, . . . , xr. Este problema fue investigado por grandes matema´ticos como
Frobenius o Sylvester a finales del siglo XIX. A mediados del siglo XX este
problema resurgio´ por sus aplicaciones en Geometr´ıa Algebraica. Las curvas
monomiales afines, que vienen definidas con una parametrizacio´n asociada
a un semigrupo nume´rico, forman una familia importante de variedades al-
gebraicas y proporcionan una fuente inagotable de ejemplos donde muchos
de los problemas a´lgebro-geome´tricos pueden tener una solucio´n aritme´tica
o combinatoria. Tambie´n tiene conexiones concretas para resolver problemas
en campos a priori tan alejados como la mu´sica. El problema concreto que nos
interesara´ en este trabajo es el de contar el nu´mero de semigrupos nume´ricos
con un nu´mero de lagunas dado.
En esta memoria hay tres cap´ıtulos. En el primero voy a introducir no-
ciones ba´sicas para entender el concepto de semigrupo nume´rico, dando en
particular distintas caracterizaciones e introduciendo diferentes caracter´ısti-
cas importantes de estos semigrupos como su multiplicidad, su nu´mero de
Frobenius, su conductor, su ge´nero (nu´mero de lagunas) y su profundidad.
Explicaremos de manera detallada como construir el a´rbol de los semigrupos
nume´ricos, una interesante herramienta para contar semigrupos nume´ricos.
Presentaremos distintas versiones de esta nocio´n. Tambie´n en este cap´ıtulo
presentaremos uno de los principales objetivos que es mostrar algunas de
las numerosas conjeturas que hay en este a´mbito, en especial la que for-
mulo´ Mar´ıa Bras-Amoro´s en 2008 y que es la motivacio´n central de este
trabajo. Esta conjetura nos presenta la sucesio´n que cuenta el nu´mero de
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semigrupos de cada ge´nero g, denotada (ng)g≥0, y nos dice que satisface que
ng+2 ≥ ng+1 + ng para todo g ≥ 0. Incluso la propiedad ma´s de´bil ng+1 ≥ ng
sigue siendo una conjetura. Adema´s introduciremos una particio´n del con-
junto de lagunas y las nociones de extensio´n y filtracio´n que ayudara´n ma´s
adelante a contar los semigrupos nume´ricos. Los libros que he tomado como
referencia en este cap´ıtulo han sido [1] y [7]. Tambie´n he utilizado el art´ıculo
[5] donde se introducen los conjuntos de lagunas y sus propiedades.
En el segundo cap´ıtulo, daremos una cota superior y una cota inferior
de ng, esta u´ltima ma´s cercana a la conjetura de Mar´ıa Bras-Amoro´s. Vere-
mos que ng posee una cota inferior relacionada con la sucesio´n de Fibonacci,
ma´s concretamente que es mayor que 2ag siendo ai el i-e´simo te´rmino de la
sucesio´n de Fibonacci y que tiene como cota superior 1 + 3 · 2g−3. Es decir,
demostraremos que 2ag 6 ng 6 1+3 ·2g−3 para todo g ≥ 0. Para llegar a este
resultado construiremos un suba´rbol y un supera´rbol del a´rbol de semigru-
pos nume´ricos introducido en el cap´ıtulo anterior. En este cap´ıtulo tambie´n
introduciremos una divisio´n de los semigrupos nume´ricos en ordinarios y no
ordinarios y destacaremos su importancia en el conteo de semigrupos nume´ri-
cos.
En el tercer y u´ltimo cap´ıtulo, se tratara´n resultados de Eliahou y Fro-
mentin obtenidos recientemente en [5] entorno a la conjetura de Mar´ıa Bras-
Amoro´s. Veremos primero que si nos fijamos u´nicamente en los semigrupos
de profundidad menor o igual que 2, entonces la conjetura se cumple. Es ma´s,
en este caso se da la igualdad por lo que podemos afirmar que el nu´mero de
semigrupos de ge´nero g y profundidad menor igual que 2 es exactamente igual
al te´rmino g + 1 de la sucesio´n de Fibonacci. Fija´ndonos a continuacio´n so´lo
en los semigrupos de profundidad menor o igual que 3, demostraremos que
la conjetura tambie´n se cumple. Este caso es importante ya que, al tratarse
de una condicio´n ma´s de´bil que la anterior, el nu´mero de semigrupos que
abarca es mayor. Adema´s, veremos que casi todos los semigrupos nume´ricos
tienen profundidad menor o igual que 3 por lo que el avance en la resolucio´n
de la conjetura presentado aqu´ı es significativo. Tambie´n se demostrara´ que
para los semigrupos de profundidad menor o igual que 3, el g-e´simo te´rmino
de la succesio´n que cuenta los semigrupos de ge´nero dado no so´lo esta´ aco-
tado inferiormente por la suma de los dos te´rminos anteriores (conjetura de
Mar´ıa Bras-Amoro´s), sino que tambie´n esta´ acotado superiormente por la
suma de los tres te´rminos anteriores. Deduciremos con la ayuda de las cotas
anteriores, una nueva cota inferior y otra superior para los mismos. La cota
inferior es una restriccio´n mayor a la cota deducida en el cap´ıtulo 2, acotando
los semigrupos de profundidad menor o igual que 3 inferiormente por 2ag y
superiormente por el te´rmino g + 1-e´simo de la sucesio´n de Tribonacci. En
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la demostracio´n de estos resultados, utilizaremos las nociones de filtracio´n y
extensio´n as´ı como la particio´n del conjunto de lagunas introducidas en el
primer cap´ıtulo.
4 INTRODUCCIO´N
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n a los semigrupos
nume´ricos
En este cap´ıtulo comenzaremos dando unos conceptos previos relaciona-
dos con semigrupos nume´ricos para entender bien el concepto. Daremos las
propiedades ba´sicas de los mismos e introduciremos la nocio´n de conjunto
de lagunas. Explicaremos algunas conjeturas relacionadas con estos te´rminos
entre la que se encuentra la conjetura de Mar´ıa Bras-Amoro´s. Introducire-
mos tambie´n los a´rboles de semigrupos nume´ricos que necesitaremos en el
cap´ıtulo 2. Veremos que existe una particio´n siempre para los conjuntos de
lagunas y daremos una importante notacio´n para el cap´ıtulo 3.
1.1. Conceptos ba´sicos
1.1.1. Semigrupos nume´ricos y sus lagunas
Vamos a comenzar dando unas definiciones previas:
Notacio´n 1.1.1. Denotaremos a los nu´meros naturales N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}
(incluyendo el 0), y al conjunto de los nu´meros naturales sin incluir el 0
como N = {1, 2, 3, . . .}.
Definicio´n 1.1.2. Un semigrupo es un par (M, ∗) que es cerrado para la
operacio´n ∗ y para la misma operacio´n verifica la propiedad asociativa.
Definicio´n 1.1.3. Un monoide (M, ∗) es un semigrupo que adema´s posee
elemento neutro. Un subconjunto H de M sera un submonoide si es cerrado
para la operacio´n ∗ y adema´s el elemento neutro de M esta´ en H.
5
6 INTRODUCCIO´N A LOS SEMIGRUPOS NUME´RICOS
Un ejemplo sencillo de monoide ser´ıa el de los nu´meros naturales con la
operacio´n suma (N0,+), que adema´s posee la propiedad conmutativa y no
tiene unidades distintas de 0.
Definicio´n 1.1.4. Sea X ⊂ N0. El subgrupo de Z generado por X denotado
por σ(X) sera´:
σ(X) = {
k∑
i=1
λiai : k ∈ N, λi ∈ Z, ai ∈ X} ⊂ Z.
Definicio´n 1.1.5. Sea X un subconjunto no vac´ıo de N0. Denotamos como
〈X〉 al submonoide de N0 generado por X que sera´:
〈X〉 =
{
s∑
i=1
λiai : s ∈ N, λi ∈ N0, ai ∈ X
}
⊂ N0.
Ahora pasaremos a definir lo que es un semigrupo nume´rico:
Definicio´n 1.1.6. Un submonoide S de (N0,+) sera´ un semigrupo nume´rico
si 1 ∈ σ(S).
Tambie´n podemos caracterizar los semigrupos nume´ricos como aquellos
submonoides de (N0,+) que sean cofinitos en N0. De hecho, esta es la forma
ma´s comu´n de definirlos.
Proposicio´n 1.1.7. Sea S un submonoide de (N0,+). Entonces S es un
semigrupo nume´rico s´ı y so´lo s´ı N0 \ S es finito.
Demostracio´n. ⇒) Como 1 ∈ σ(S), existen λ1, . . . , λk ∈ Z y a1, . . . , ak ∈ S
tales que 1 =
k∑
i=1
λiai. Podemos suponer, sin pe´rdida de generalidad (reorde-
nando los ı´ndices de forma conveniente), que λ1, . . . , λt < 0 y λt+1, . . . , λk ≥
0. Definimos ahora s =
t∑
i=1
−λiai, como −λi es positivo para i ∈ 1, . . . , t
y S es cerrado para la operacio´n suma deducimos que s ∈ S. Adema´s 1 =
k∑
i=1
λiai =
t∑
i=1
λiai +
k∑
i=t+1
λiai = −s+
k∑
i=t+1
λiai, de donde s+ 1 =
k∑
i=t+1
λiai
y razonando igual que para s, deducimos que s+ 1 ∈ S.
Veamos ahora que, para todo n ≥ (s− 1)(s+ 1), tenemos que n ∈ S. Sea
entonces un n ≥ (s− 1)(s+ 1). Si utilizamos el algoritmo de la divisio´n para
n y s, existen q, r ∈ Z tales que n = qs + r con s > r ≥ 0. De como hemos
1.1 Conceptos ba´sicos 7
tomado n, deducimos que n = qs + r ≥ (s− 1)(s+ 1) = s(s − 1) + (s − 1).
Como r < s y r ∈ Z tenemos que r ≤ s − 1 y de la desigualdad anterior
obtenemos que q ≥ s − 1 con lo que q es un entero positivo. De todo esto
deducimos que n = qs + r = r(s + 1) + s(q − r) sumando y restando rs. Y
como s, (s + 1) ∈ S y S es cerrado para la suma tenemos que n ∈ S. Por
tanto N0 \ S es finito.
⇐) Como N0 \ S es finito tiene que existir un s ∈ S tal que (s + 1) ∈ S.
Si definimos ahora a1 = s, a2 = (s + 1), λ1 = −1 y λ2 = 1 entonces 1 =
2∑
i=1
λiai ∈ σ(S) y S es un semigrupo nume´rico.
Veremos ahora otra caracterizacio´n importante de los semigrupos nume´ri-
cos. Para ello definimos la siguiente nocio´n introducida recientemente en [5].
Definicio´n 1.1.8. Un conjunto de lagunas (usualmente llamados “gapsets”)
es un conjunto finito G ⊂ N que cumple la siguiente propiedad:
∀z ∈ G, si z = x+ y con x, y ∈ N, entonces o x ∈ G, o y ∈ G.
Proposicio´n 1.1.9. Sea S ⊂ N0. Entonces S es un semigrupo nume´rico s´ı y
so´lo s´ı N0\S es un conjunto de lagunas (y lo llamaremos conjunto de lagunas
asociado a S, o simplemente conjunto de lagunas de S).
Llamaremos lagunas de S a los elementos de N0 \ S.
Demostracio´n. ⇒) Sea S un semigrupo nume´rico. Como 0 ∈ S tenemos que
G = N0 \ S es un subconjunto de N y es finito por la Proposicio´n 1.1.7. Sea
ahora z = x + y ∈ G, con x, y ∈ N. Si x 6∈ G e y 6∈ G entonces x, y ∈ S y
como S es cerrado para la suma tenemos que z ∈ S lo que es absurdo. De
donde x ∈ G o y ∈ G y por tanto G es un conjunto de lagunas.
⇐) Sean G un conjunto de lagunas y S = N0 \ G. Por la definicio´n de
conjunto de lagunas, G es un conjunto finito de N, de donde deducimos que
S es cofinito en N0. Tenemos que ver ahora que es submonoide de (N0,+).
0 ∈ S porque G esta´ contenido en los naturales sin incluir el 0. Veamos
ahora que es cerrado para la suma. Sean x, y ∈ S. Si x+ y 6∈ S tenemos que
x + y ∈ G y por la definicio´n de conjunto de lagunas sabemos que x ∈ G o
y ∈ G, lo que es absurdo. De donde x + y ∈ S. Luego S es un submonoide
de (N0,+) y como N0 \ S = G es finito, por la Proposicio´n 1.1.7, S es un
semigrupo nume´rico.
Corolario 1.1.10. Sea A = {a1, . . . , ak} un subconjunto finito de N0. Enton-
ces S = 〈A〉, el submonoide de N0 generado por A, es un semigrupo nume´rico
s´ı y so´lo s´ı mcd(a1, . . . , ak) = 1.
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Demostracio´n. ⇒) Supongamos que S es un semigrupo nume´rico. Vamos a
denotar d = mcd(a1, . . . , ak). Si s ∈ A, por definicio´n d|s. Como 〈A〉 es un
semigrupo nume´rico, N0 \ 〈A〉 es finito y por lo tanto debe existir un entero
z tal que z ∈ S y z + 1 ∈ S. Entonces, d|z y d|z + 1 lo que obliga a d a ser
igual a 1.
⇐) Supongamos que mcd(a1, . . . , ak) = 1. Por la identidad de Bezout sa-
bemos que existen λ1, . . . λk ∈ Z tales que 1 =
k∑
i=1
λiai y por tanto 1 ∈
σ(〈A〉).
Adema´s siempre que tengamos un submonoide de N0 podemos generar
un semigrupo nume´rico a partir de un isomorfismo.
Proposicio´n 1.1.11. Sea S un submonoide de N0. Entonces, S es isomorfo
a un semigrupo nume´rico.
Demostracio´n. Voy a denominar d al ma´ximo comu´n divisor de los elementos
de S, es decir, d = mcd(S) que coincide con el generador del grupo generado
por S en Z dado que cualquier s ∈ S se puede escribir como s = da para algu´n
a ∈ N0. Defino ahora
{
s
d
|s ∈ S} y lo denoto como S ′ que es un semigrupo
nume´rico debido a que mcd(S ′) = 1 y por el Corolario 1.1.10. Y adema´s la
aplicacio´n φ : S → S ′ definida por φ(s) = s
d
es un isomorfismo.
Ejemplo 1.1.12. Un ejemplo ser´ıa el dinero que podemos retirar de un caje-
ro en el que solo nos permite sacar billetes de 20 e y 50 e. Si definimos ahora
d = mcd(20, 50) = 10 y usamos la aplicacio´n definida en la prueba anterior
φ : S → S ′ para φ(s) = s
10
entonces obtenemos el semigrupo nume´rico S ′
generado por 2 y 5, es decir, S ′ = 〈2, 5〉 = {0, 2, 4, 5, 6, 7, . . .}. El conjunto de
lagunas asociado de S ′ sera´ G = {1, 3}. Nunca podra´s obtener dinero que no
sea mu´ltiplo de 10 e en este cajero pero podra´s obtener todos los mu´ltiplos
de 10 excepto el propio 10 y 30.
Definicio´n 1.1.13. Sea G el conjunto de lagunas de un semigrupo nume´rico
S. Denotaremos g = |G| al cardinal de G y lo llamaremos ge´nero de S.
Definicio´n 1.1.14. Sea S un semigrupo nume´rico. Llamaremos multiplici-
dad de S al menor elemento de S distinto de 0. Se denotara con m(S) y, si
no hay confusio´n posible, lo denotare´ simplemente por m.
Definicio´n 1.1.15. Sea S un semigrupo nume´rico y A = {a1, . . . , ak} ⊂
S. Diremos que los elementos de A son generadores de S si S = 〈A〉 =
〈a1, . . . , ak〉. Adema´s diremos que son generadores minimales cuando no pue-
den ser obtenidos como la suma de dos elementos de S estr´ıctamente ma´s
pequen˜os.
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Proposicio´n 1.1.16. Todo semigrupo nume´rico es finitamente generado.
Demostracio´n. Sea A un sistema de generadores para S. Siempre existe al-
guno pues el propio S es un sistema de generadores trivial para s´ı mismo.
La multiplicidad m debe estar en A ya que por definicio´n no puede existir
otro elemento ma´s pequen˜o y por tanto no puede ser generado por otros. En
otras palabras, m tiene que formar parte de todo sistema de generadores de
S. Para cualesquiera a, b dos elementos de A escogidos de la forma que a < b
y a ≡ b mo´d m. Se tiene que b = km + a para algu´n entero positivo k. De
esta forma, podemos eliminar b del sistema de generadores pues puede gene-
rarse por a y m. Empleando esta idea de manera recursiva podemos llegar
a un sistema de generadores en el que no haya dos elementos congruentes
mo´dulo m. Por lo tanto el cardinal de este sistema de generadores no puede
ser superior a m y sera´ finito.
1.1.2. Nu´mero de Frobenius y profundidad
Definicio´n 1.1.17. Sea S un semigrupo nume´rico. Llamaremos nu´mero de
Frobenius de S a f = ma´x(Z \ S), es decir a la mayor de sus lagunas. Al
entero c = f + 1 le llamaremos conductor de S.
Este nombre surgio´ a ra´ız de que Frobenius propuso el problema de la
moneda (tambie´n llamado problema de Frobenius) que consiste en averiguar
cual es la mayor cantidad de dinero que no puede obtenerse utilizando solo
monedas de denominaciones espec´ıficas (es decir, cual es el nu´mero de Frobe-
nius del semigrupo nume´rico generado por las unidades de las monedas que
podemos usar). Este problema tiene solucio´n s´ı y so´lo s´ı el ma´ximo comu´n
divisor del conjunto de denominaciones de la moneda es igual que 1 (o lo
que es lo mismo, que estos generadores formen un semigrupo nume´rico por el
Corolario 1.1.10). Podemos notar que el Ejemplo 1.1.12 es un caso particular
de este problema en el que de primeras no ten´ıa solucio´n.
Otra versio´n del mismo problema se materializa con cajas de “chicken
nuggets”si nos preguntamos cual es la mayor cantidad de “chicken nuggets”
a la cual que no podemos llegar con cajas de “chicken nuggets”de un deter-
minado taman˜o.
Nota 1.1.18. No´tese que f = c− 1 6∈ S, pero c+ N0 ⊂ S por definicio´n.
El u´nico caso en el que f no pertenece a N0 es cuando S = N0. Por
definicio´n el nu´mero de Frobenius de N0 es f = ma´x(Z \ N0) = −1.
A finales del siglo XIX, se proporciono´ una fo´rmula para calcular el nu´me-
ro de Frobenius para un semigrupo nume´rico formado por dos elementos.
10 INTRODUCCIO´N A LOS SEMIGRUPOS NUME´RICOS
Proposicio´n 1.1.19. Sea S = 〈a, b〉 un semigrupo nume´rico generado por
dos elementos. Entonces el nu´mero de Frobenius de este semigrupo es f =
ab− (a+ b).
Demostracio´n. Sea S = 〈a, b〉 un semigrupo nume´rico generado por dos ele-
mentos. Por el Corolario 1.1.10 tenemos mcd(a, b) = 1 y por la Identidad de
Bezout existen q, r ∈ Z tales que 1 = aq+ rb. Entonces sea f ∈ Z cualquiera
y multiplicando la igualdad anterior por f podemos reescribir la igualdad
anterior. Es decir, existen q′, r′ ∈ Z tales que f = aq′ + r′b. No´tese que f
puede representarse de diferentes maneras pero la representacio´n se vuelve
u´nica si imponemos que 0 ≤ q′ < b. En este caso f es representable si r′ ≥ 0
y no representable si r′ < 0. De donde podemos deducir que el mayor nu´mero
no representable es q′ = b − 1 y r′ = −1. Es decir, el mayor nu´mero que no
podemos generar mediante sumas de a y b es f = (b−1)a+(−1)b = ab−a−b
y por tanto el nu´mero de Frobenius.
Nota 1.1.20. El origen de este famoso resultado es incierto pero normalmente
se atribuye a Sylvester debido a su trabajo publicado en Educational Times,
41 (1884), 21 y Americal Journal of Mathematics, 5 (1882), 141-152. Aunque
en estos art´ıculos no aparece la Proposicio´n, aparece un Teorema ma´s fuerte
en el que se puede entender que Sylvester conoc´ıa este resultado.
Para calcular f cuando hay 3 generadores el problema se vuelve ma´s com-
plicado. Curtis demostro´ que para este caso no existe una fo´rmula polinomial
como para 2 generadores en Mathematica Scandinavica, 67 (1990) 190-192.
En consecuencia, tampoco existira´ una fo´rmula en caso de que haya ma´s de
3 generadores.
Aunque no exista una fo´rmula, podemos observar en [6] que existen di-
ferentes algoritmos para el caso de 3 generadores como los algoritmos de
Rødseth y Davison o el me´todo de Killingbergtrø. Adema´s tambie´n existen
otros algoritmos para el caso general (3 o ma´s generadores) como pueden ser
el algoritmo de Greengberg o el de Wilf o el me´todo de Kannan.
En muchos casos cua´ndo el conjunto de lagunas de un semigrupo nume´ri-
co es grande es dif´ıcil de calcular el nu´mero de Frobenius y el ge´nero del
semigrupo nume´rico, y para facilitarlo en muchas ocasiones se usa un deter-
minado sistema de generadores que se conoce como base esta´ndar para el
semigrupo nume´rico y que esta´ asociado a otra nocio´n importante para los
semigrupos nume´ricos que es la de conjunto de Ape´ry.
Definicio´n 1.1.21. Sea S un semigrupo nume´rico y n ∈ S \ {0}. Se define
el conjunto de Ape´ry de S con respecto a n como {s ∈ S : s − n 6∈ S} y se
denota como Ap(S, n).
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Se denomina base esta´ndar de S a {m} ∪ (Ap(S,m))\{0}) siendo m la mul-
tiplicidad del semigrupo nume´rico S.
Entenderemos ma´s tarde con la Proposicio´n 1.1.23 porque este conjunto
se llama base esta´ndar.
Estos conjuntos fueron introducidos por Roger Ape´ry en Sur les branches
superline´aires des courbes alge´briques (1946), donde mostro´ varias propieda-
des de estos conjuntos entre los que se incluye el siguiente lema.
Lema 1.1.22. Sea S un semigrupo nume´rico y n ∈ S \ {0}. Para cada
i ∈ {1, . . . n} definimos w(i) como el menor elemento de S de forma que
w(i) ≡ i mo´d n. Entonces,
Ap(S, n) = {0, w(1), . . . , w(n− 1)}.
Demostracio´n. ⊂) Sean a, b ∈ Ap(S, n). Si a ≡ b mo´d n llegamos a que
tendr´ıan que ser el mismo nu´mero y con esto cubrimos todas las posibles
congruencias mo´dulo n ya que n ∈ S.
⊃) Sea i ∈ {1, . . . n − 1}. w(i) pertenece a S por como lo hemos definido.
Para que w(i) ∈ Ap(S, n) falta ver que w(i)− n 6∈ S, pero desde que w(i) ≡
i mo´d n se ve que w(i) − n ≡ i mo´d n y dada la minimalidad de w(i)
concluimos.
Gracias a este lema podemos ver que en muchos casos tambie´n facilita
ver si un nu´mero pertenece o no al semigrupo nume´rico.
El uso de las bases esta´ndares tiene muchas ventajas, entre ellas esta´ el
hecho de la unicidad como veremos en la siguiente Proposicio´n.
Proposicio´n 1.1.23. Sea S un semigrupo nume´rico y n ∈ S \ {0}. Para
cada s ∈ S existe un u´nico par (k, w) ∈ N0 × Ap(S, n) tal que s = kn+ w.
Demostracio´n. Para ver la existencia, distinguimos 2 casos. Si s ∈ Ap(S, n),
basta tomar k = 0 y w = s. Si s 6∈ Ap(S, n), por definicio´n de conjunto de
Ape´ry tenemos que s1 = s− n ∈ S, si seguimos con esta notacio´n recursiva-
mente comenzando en s1 de la siguiente forma st = st−1−n = s− tn, de esta
manera se genera una secuencia decreciente de nu´meros no negativos que tie-
ne que terminar y por tanto existira´ un k ∈ N0 tal que sk = s−kn ∈ Ap(S, n).
Ahora para demostrar la unicidad supongamos que s = k1n + w1 =
k2n + w2 con k1, k2 ∈ N0 y w1, w2 ∈ Ap(S, n). Supongamos sin pe´rdida de
generalidad que k1 6= k2 e igualando obtenemos que (k1 − k2)n = w1 − w2
y por lo tanto w1 ≡ w2 mo´d n lo que contradice que dos elementos de
Ap(S, n) este´n en la misma clase de congruencia mo´dulo n, esto nos lleva a
que w1 = w2, por tanto k1 = k2 y el par (k, w) ∈ N0×Ap(S, n) es u´nico.
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Para ver la relacio´n directa entre los conjuntos de Ape´ry con el ge´nero y
el nu´mero de Frobenius vamos a necesitar la siguiente Proposicio´n.
Proposicio´n 1.1.24. Sea S un semigrupo nume´rico de ge´nero g y nu´mero
de Frobenius f y sea n ∈ S \ {0}. Se verifican las dos siguientes igualdades
conocidas como fo´rmulas de Selmer:
1). f = ma´x(Ap(S, n))− n.
2). g = 1
n
 ∑
w∈Ap(S,n)
w
− n−1
2
.
Demostracio´n. 1) Por la definicio´n de los elementos del conjunto de Ape´ry
se tiene que ma´x(Ap(S, n))−n 6∈ S. Para ver que es el nu´mero de Frobenius
falta ver que es el ma´x(Z \ S). Sea x ∈ N0 tal que x > ma´x(Ap(S, n)) − n.
Entonces x+n > ma´x(Ap(S, n)). Denotamos como w al elemento de Ap(S, n)
congruente con x+ n mo´dulo n. Puesto que x+ n > w existe k ∈ N tal que
x+n = w+kn. Luego x = kn−n+w y como consecuencia x = n(k−1)+w ∈ S
pues n y w pertenecen a S por definicio´n.
2) Por el Lema 1.1.22, todo w ∈ Ap(S, n) se puede escribir como w = kin+
i con ki ∈ N0, para i ∈ {0, . . . , n − 1}. De donde, tenemos Ap(S, n) =
{0, k1n+ 1, . . . , kn−1n+ n− 1}.
Escogemos ahora un x ∈ N0 de forma que x ≡ i mo´d n. Por definicio´n,
tenemos que, x ∈ S s´ı y so´lo s´ı w(i) ≤ x. De hecho, si x = qin + i entonces
x − w(i) = (qi − ki)n. Por lo tanto, w(i) ≤ x s´ı y so´lo s´ı ki ≤ qi s´ı y so´lo s´ı
x = (qi − ki)n+w(i) ∈ S. Lo que nos lleva a que x 6∈ S s´ı y so´lo s´ı x = qin+i
con qi < ki y como consecuencia:
g =
n−1∑
i=1
ki =
1
n
(
n−1∑
i=1
(kin+ i)
)
− n− 1
2
=
1
n
 ∑
w∈Ap(S,n)
w
− n− 1
2
.
Vamos a ver ahora un ejemplo de un semigrupo nume´rico en el que veamos
como se aplican estas fo´rmulas:
Ejemplo 1.1.25. Sea S el semigrupo nume´rico generado por 〈5, 9, 21〉 =
{0, 5, 9, 10, 14, 15, 18, 19, 20, 21, 23, . . .} (He utilizado la notacio´n . . . para in-
dicar que a partir de ah´ı ya son todos los nu´meros naturales mayores). El
conjunto de lagunas de este semigrupo sera´
G = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 16, 17, 22}
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do´nde podemos observar que el ge´nero es g = 13 y el nu´mero de Frobenius
es f = 22. Veamos que se verifican las fo´rmulas de Selmer.
Vamos a calcular el conjunto de Ape´ry, con lo que vamos ha hacer uso
del Lema 1.1.22. Llamaremos m a la multiplicidad que en este caso sera´ 5.
Entonces Ap(S,m) = {0, w(1), w(2), w(3), w(4)} sera´ la base esta´ndar de S,
con w(i) ≡ i mo´d 5 para i = 1, 2, 3, 4 para el w(i) ∈ S ma´s pequen˜o, y as´ı
obtenemos Ap(S,m) = {0, 21, 27, 18, 9}.
Luego el nu´mero de Frobenius es f = ma´x(Ap(S,m))−m = 27− 5 = 22
y el ge´nero g = 1
m
 ∑
w∈Ap(S,m)
w
− m−1
2
= 21+27+18+9
5
− 5−1
2
= 13.
No´tese que se ha escogido m la multiplicidad para ver tambie´n la base
esta´ndar pero para el ca´lculo del ge´nero y el nu´mero de Frobenius tambie´n
podr´ıamos aplicar las fo´rmulas de Selmer para otro elemento n ∈ S \{0} que
no sea la multiplicidad, por ejemplo n = 14.
En este caso Ap(S, 14) = {0, w(1), . . . , w(14)} con w(i) ≡ i mo´d 14 para
i = 1, . . . , 14 y as´ı obtenemos
Ap(S, 14) = {0, 15, 30, 31, 18, 5, 20, 21, 36, 9, 10, 25, 26, 27}.
Luego el nu´mero de Frobenius es f = ma´x(Ap(S, 14)) − 14 = 36 − 14 = 22
y el ge´nero
g =
1
14
 ∑
w∈Ape(S,14)
w
− 14− 1
2
=
15 + 30 + 31 + 18 + 5 + 20 + 21 + 36 + 9 + 10 + 25 + 26 + 27
14
− 6,5
= 13.
Definicio´n 1.1.26. Sea S un semigrupo nume´rico y sean c y m el conductor
y la multiplicidad de S respectivamente. Llamaremos profundidad de S a
q = d c
m
e.
El u´nico caso en el que q = 0 es en el caso que hemos descrito anterior-
mente, cuando S = N0. En este caso, tenemos que f = −1, c = 0, m = 1 y
q = 0. En el resto de casos, c ≥ m y q 6= 0.
Por otra parte, q = 1 s´ı y so´lo s´ı c = m y esto solo pasa cuando S = {0}∪
[m,∞]. Y por la definicio´n de nu´mero de Frobenius tenemos que f = m− 1
y c = m.
Por tanto el primer caso interesante en el que no se conocen todos los
elementos del semigrupo es q = 2. En las secciones 3.1 y 3.2 de esta memoria,
nos centraremos en los caso q = 2 y q = 3 respectivamente.
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1.2. La conjetura de Mar´ıa Bras-Amoro´s
Definicio´n 1.2.1. Definimos ng como el nu´mero de semigrupos nume´ricos
con ge´nero g.
Con esta definicio´n estamos en condiciones de presentar la conjetura que
propuso Mar´ıa Bras-Amoro´s en el art´ıculo [2].
Conjetura 1.2.2. ng ≥ ng−1 + ng−2 para todo g ≥ 2.
No´tese que la desigualdad ma´s de´bil ng ≥ ng−1 tambie´n esta´ au´n sin
demostrar.
Mar´ıa Bras-Amoro´s tuvo la idea de la conjetura en 2006 cuando hizo la
computacio´n de la secuencia (ng)g≥0 para g = 0 hasta g = 50. Adema´s de
esta conjetura, que es en la que nos vamos a centrar, formulo´ otras conjeturas
sobre el crecimiento de ng que siguen todav´ıa abiertas.
l´ımg→∞ (ng−1 + ng−2) /ng = 1,
l´ımg→∞ ng/ng−1 = (1 +
√
5)/2 (el nu´mero de oro).
Para intentar resolver la Conjetura 1.2.2, una buena estrategia es orga-
nizar bien los semigrupos nume´ricos para poder contarlos fa´cilmente. Una
manera de organizarlos es como veremos en la siguiente seccio´n mediente el
a´rbol de semigrupos nume´ricos.
Ahora definiremos los ng que adema´s satisfacen que c ≤ 3m ya que en
el cap´ıtulo 3 demostraremos que para ellos se cumple la Conjetura 1.2.2, y
adema´s ofreceremos una cota superior.
Notacio´n 1.2.3. Sea S un semigrupo nume´rico y sea G = N0\S su conjunto de
lagunas. Llamaremos tambie´n multiplicidad, nu´mero de Frobenius, conductor
y profundidad de G a los respectivos de S.
Definicio´n 1.2.4. Definimos n′g como el nu´mero de semigrupos nume´ricos
con ge´nero g que cumplen adema´s que c ≤ 3m, siendo c el conductor y m la
multiplicidad del conjunto de lagunas.
Los semigrupos nume´ricos con esta condicio´n son importantes para acer-
carnos a la Conjetura 1.2.2 porque abarcan casi todos los semigrupos. Esto
lo observaremos a lo largo de la memoria. Adema´s Zhai mostro´ en [8] que
l´ımg→∞ n′g/ng = 1 que previamente hab´ıa sido conjeturado por Yusef Zhao
en [9], esto nos indica que la densidad de n′g 6= ng tiende hacia 0.
1.3 El a´rbol de los semigrupos nume´ricos 15
1.3. El a´rbol de los semigrupos nume´ricos
El conjunto de todos los semigrupos pueden ser organizados en un a´rbol.
Este a´rbol lo organizaremos por niveles dependiendo del ge´nero del semigru-
po, de manera que en cada nivel esta´n los semigrupos del ge´nero g correspon-
diente al nivel g. Si descendemos de nivel iremos a los semigrupos de ge´nero
g + 1 y si ascendemos llegaremos a los semigrupos de ge´nero g − 1 (porque
en este a´rbol los descendientes poseen un elemento ma´s en el conjunto de
lagunas ). Entonces la ra´ız es el u´nico semigrupo de ge´nero 0 que sabemos
que es N0 = 〈1〉 y denotaremos por S0. Vamos a explicar como construir el
a´rbol de manera descendente primero pero lo normal es construirlo de manera
ascendente.
Si quitamos a este conjunto su u´nico generador minimal obtenemos el se-
migrupo nume´rico S1 = {0} ∪ {i ∈ N0 : i ≥ 2} = 〈2, 3〉 que es el u´nico
semigrupo nume´rico de ge´nero 1 y este formara el nivel 1 del a´rbol.
S1 tiene como generadores minimales el 2 y el 3, si le quitamos el 2 obtenemos
el semigrupo nume´rico S2,1 = {0} ∪ {i ∈ N0 : i ≥ 3} = 〈3, 4, 5〉, mientras que
si quitamos el 3 obtenemos el semigrupo nume´rico S2,2 = {0, 2} ∪ {i ∈ N0 :
i ≥ 4} = 〈2, 5〉. Y adema´s estos dos conjuntos sera´n todos los semigrupos de
ge´nero 2 y por tanto estos dos semigrupos formara´n el nivel 2 del a´rbol. Si
seguimos as´ı de forma recursiva podr´ıamos generar el a´rbol. Aunque hay que
tener en cuenta que no siempre quitando un generador vamos a obtener un
semigrupo nume´rico nuevo, porque podemos llegar al mismo semigrupo de
varias maneras as´ı que no es inyectiva, por ejemplo si seguimos como antes
y a S2,2 le quitamos el generador 2 obtenemos el semigrupo {0} ∪ {i ∈ N0 :
i ≥ 4} = 〈4, 5, 6, 7〉 que ser´ıa el mismo semigrupo que si quitamos a S2,1
el generador 3. Obtendremos un nuevo semigrupo nume´rico siempre que el
generador sea mayor que el nu´mero de Frobenius del semigrupo. Por lo tanto,
el nu´mero de descendientes de cada semigrupo nume´rico sera´ el nu´mero de
generadores minimales mayores que su nu´mero de Frobenius. Por ejemplo,
en S2,1 el nu´mero de Frobenius es 2, y como los 3 generadores minimales
son mayores que 2 tenemos 3 descendientes. Mientras que en S2,2 el nu´mero
de Frobenius es 4 y solo el 5 es mayor, y por tanto tendremos un u´nico
descendiente.
Lema 1.3.1. Sea S un semigrupo nume´rico diferente de N0, sea f su nu´mero
de Frobenius y g su ge´nero. Entonces S ∪ {f} tambie´n sera´ un nu´mero de
Frobenius de ge´nero g − 1.
Demostracio´n. Como S es semigrupo nume´rico, sabemos que N0 \S es finito
y por tanto N0 \ (S ∪ {f}) tambie´n sera´ finito. Tambie´n tenemos que 0 ∈
S ⊂ S ∪ {f}, solo queda ver que es cerrado para la suma.
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Sean a, b ∈ S ∪ {f}:
1) Si a = f o b = f , vamos a suponer sin pe´rdida de generalidad que a = f
tenemos que a+ b ≥ f y por tanto a+ b ∈ S ∪ {f}.
2) Si a, b ∈ S, y como S es semigrupo nume´rico tenemos que a + b ∈ S ⊂
S ∪ {f}.
El ge´nero de este nuevo semigrupo sera´ g−1 dado que G = N0\S contiene
a f , mientras que G′ = N0 \ (S ∪ {f}) y por tanto tendra´ exactamente un
elemento menos.
Gracias a este lema podemos construir el a´rbol de manera ascendente.
Si tenemos un semigrupo nume´rico y le an˜adimos su nu´mero de Frobenius
llegamos a otro semigrupo nume´rico con ge´nero una unidad menor. Luego
para ascender u´nicamente tenemos que an˜adir su nu´mero de Frobenius. El
a´rbol de los semigrupos nume´ricos (que dibujaremos boca abajo) con los
niveles del 0 al 4 quedar´ıa de la siguiente manera:
Vamos a ver ahora en el siguiente a´rbol los primeros 12 niveles del a´rbol,
pero diferenciando en este caso los semigrupos con profundidad q ≤ 3 (que se
representan con un punto negro) y los semigrupos con profundiad q ≥ 4 (que
se representan con un punto gris). Como vemos en el a´rbol y ya hab´ıamos
comentado previamente los semigrupos que no cumplen esta condicio´n son
una minor´ıa.
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En la u´ltima l´ınea tenemos que hay 343 semigrupos (ng = 343), de los cuales
287 tienen profundidad ≤ 3 (es decir, n′g = 287). Podemos observar que como
hab´ıamos avisado los semigrupos nume´ricos con profundidad mayor que 3,
es decir, los semigrupos nume´ricos que cumplen ng 6= n′g son una minor´ıa.
Veamos ahora otra manera de ver el mismo a´rbol, fija´ndonos ahora en el
conjunto de lagunas. En particular, por el Lema 1.3.1, si G es un conjunto de
lagunas no vac´ıo, entonces G\{ma´xG} es todav´ıa un conjunto de lagunas. En
este caso, vamos a ver cada punto del a´rbol con los elementos de los conjunto
de lagunas, en lugar de con los generadores de los semigrupos nume´ricos. En
este caso la ra´ız va a ser el conjunto vac´ıo, ya que son las lagunas de la ra´ız
del primer a´rbol que era N0.
Recordemos que antes para descender an˜ad´ıamos el nu´mero de Frobenius
del semigrupo (y no pod´ıamos predecir quie´n iban a ser los generadores del
nuevo semigrupo). Pero como ahora estamos organizando el a´rbol para los
conjuntos de lagunas correspondientes a estos a´rboles an˜adir un elemento al
semigrupo es eliminarlo de su conjunto de lagunas correspondiente. Entonces
para ascender en a´rbol de conjunto de lagunas solo tenemos que eliminar el
nu´mero de Frobenius, es decir, quitar el elemento ma´s grande en cada caso.
Y quedar´ıa de la siguiente manera:
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Este a´rbol se puede construir tambie´n de forma descendente aunque es
ma´s dif´ıcil ya que requiere saber como son los subconjuntos de N que son
conjuntos de lagunas acorde con la Definicio´n 1.1.8. Por ejemplo, {1, 3, 4}
no es un conjunto de lagunas ya que 4 = 2 + 2 y por eso no aparece en el
a´rbol anterior. Sea G un conjunto de lagunas de ge´nero g, multiplicidad m y
conductor c. Un conjunto de lagunas que descienda de e´ste ser´ıa de ge´nero
g + 1, as´ı vamos a tomar un elemento a 6∈ G tal que a > ma´xG y vamos a
denotar G′ = G∪ {a}. Por como lo hemos definido, a ≥ c y para que G′ siga
siendo un conjunto de lagunas a ≤ m + c − 1; si a ≥ m + c, tenemos que
a = m+(a−m) y desde que c ≤ a−m tenemos que a−m 6∈ G por definicio´n
de conductor de un conjunto de lagunas y por definicio´n de multiplicidad de
un conjunto de lagunas m 6∈ G y claramente a 6= m y a 6= a − m donde
concluimos que G′ en este caso no es un conjunto de lagunas. Entonces para
nuestra construccio´n c ≤ a ≤ m+ c− 1.
1.4. Particio´n cano´nica de un conjunto de la-
gunas
Vamos a ver ahora que todo conjunto de lagunas tiene una particio´n a la
que denominaremos cano´nica y definiremos los conceptos de m-extensio´n y
m-filtracio´n que utilizaremos en el Cap´ıtulo 3. Para ello necesitaremos unos
lemas y una notacio´n previa.
Lema 1.4.1. Todo segmento inicial de un conjunto de lagunas es un conjunto
de lagunas.
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Demostracio´n. Sea G un conjunto de lagunas y sea k ∈ N. Veamos que
G′ = [1, k]∩G es un conjunto de lagunas. Tanto G como [1, k] son conjuntos
finitos en N, luego G′ tambie´n lo es. Sea ahora z = x+ y ∈ G′, con x, y ∈ N.
Sabemos que z tambie´n debe pertenecer aG y como es un conjunto de lagunas
sabemos que o x ∈ G o y ∈ G. Supongamos sin pe´rdida de generalidad que
x ∈ G, como x ≤ z y z ≤ k deducimos que x ∈ [1, k] y por tanto x ∈ G′. Y
G′ es un conjunto de lagunas.
Lema 1.4.2. Sea G un conjunto de lagunas de multiplicidad m. Entonces:
[1,m− 1] ⊂ G y G ∩mN = ∅.
Demostracio´n. De la definicio´n de multiplicidad tenemos que m es el nu´mero
ma´s pequen˜o diferente de 0 que pertenece en S, por lo tanto tenemos que
los nu´meros estrictamente menores no pueden pertenecer al conjunto. Por lo
tanto deben estar en G = N0 \S y como resultado obtenemos [1,m−1] ⊂ G.
Como S es cerrado para la suma y m ∈ S tenemos que mN ⊂ S y en
consecuencia G ∩mN = ∅.
Notacio´n 1.4.3. Sea G un conjunto de lagunas de multiplicidad m. Denota-
remos G0 = [1,m − 1] y ma´s generalmente Gi = G ∩ [im+ 1, (i+ 1)m− 1]
para todo i ≥ 0.
Ahora estamos en condiciones de presentar la particio´n cano´nica de un
conjunto de lagunas.
Proposicio´n 1.4.4. Sea G un conjunto de lagunas de multiplicidad m y
profundidad q y sea Gi definido en la nota anterior. Entonces
G = G0 ∪G1 ∪ . . . ∪Gq−1
y Gq−1 6= ∅. Llamaremos a esta particio´n de G la particio´n cano´nica de G.
Adema´s Gi+1 ⊂ m+Gi para todo i ≥ 0.
Demostracio´n. Del Lema 1.4.2 tenemos que G∩mN = ∅. Por lo tanto G sera´
unio´n disjunta de Gi para i ≥ 0.
Si i ≥ q, tenemos que si a ∈ [im+ 1, (i+ 1)m− 1], entonces a ≥ im+ 1 >
im ≥ qm = md c
m
e ≥ c > f siendo c el conductor y f el nu´mero de Frobe-
nius de G. Sabemos que todo nu´mero mayor que f pertenece a S luego no
pertenece a G, y entonces Gi = G ∩ [im+ 1, (i+ 1)m− 1] = ∅. Es decir, si
i ≥ q tenemos que Gi = ∅.
De lo anterior se deduce fa´cilmente que G = G0 ∪ G1 ∪ ... ∪ Gq−1 y
tenemos que demostrar que Gq−1 6= ∅. Para ello vamos a ver que el nu´mero
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de Frobenius f pertenece Gq−1. Por definicio´n sabemos que f ∈ G, veamos
que f ∈ [(q − 1)m+ 1, qm− 1]. Antes ya vimos que qm > f y por tanto
qm − 1 ≥ f . Solo nos queda ver que f ≥ (q − 1)m+ 1. Por la definicio´n
de parte entera superior de un nu´mero, sabemos que d c
m
e ≥ c
m
> d c
m
e − 1,
ahora multiplicando por m obtenemos (q − 1)m < c ≤ qm. De esta primera
desigualdad y por estar trabajando con nu´meros enteros, deducimos que c ≥
(q − 1)m+ 1 y del hecho de que f = c−1 tenemos que f ≥ (q−1)m. Usando
ahora de nuevo que G ∩mN = ∅ y que f ∈ G concluimos que f > (q − 1)m.
Nos falta ver que Gi+1 ⊂ m+Gi para todo i ≥ 0. Sea x ∈ Gi+1 =
[(i+ 1)m+ 1, (i+ 2)m− 1]∩G. Tenemos que x−m ∈ [im+ 1, (i+ 1)m− 1],
falta solo ver que x −m ∈ G. Por definicio´n de conjunto de lagunas si x =
m+ (x−m) ∈ G entonces x−m ∈ G o m ∈ G, como m no puede pertenecer
a G por la propia definicio´n de multiplicidad, x −m debe pertenecer a G y
por tanto x−m ∈ Gi.
Nota 1.4.5. Sea G un conjunto de lagunas. De la particio´n cano´nica podemos
deducir la multiplicidad, el ge´nero y la profundidad de G de la siguiente
manera:
m = max(G0) + 1,
g =
q−1∑
i=0
|Gi|,
q = nu´mero de Gi no vac´ıos.
Definicio´n 1.4.6. Sea m ∈ N. Definimos una m-extensio´n como un conjunto
finito A ⊂ N que admite la particio´n A = A0 ∪A1 ∪ ...∪At para algu´n t ≥ 0,
donde A0 = [1,m− 1] y Ai+1 ⊂ m+ Ai, ∀i ≥ 0.
Nota 1.4.7. En particular, podemos ver gracias a la Proposicio´n 1.4.4 que to-
do conjunto de lagunas de multiplicidad m es una m-extensio´n. Sin embargo,
no toda m-extensio´n es un conjunto de lagunas.
Ejemplo 1.4.8. Veamos un caso de una m-extensio´n que no es un conjunto
de lagunas. Sea A = {1, 2, 4, 5, 6, 11, 14} ⊂ N. No es un conjunto de lagunas
pues 14 = 7 + 7 ∈ A, pero 7 6∈ A. Sin embargo, si es una 3-extensio´n
ya que admite la particio´n A = A0 ∪ A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 con A0 = [1, 2],
A1 = [4, 5], A2 = {8}, A3 = {11} y A4 = {14}. En la que podemos observar
que A4 ⊂ A3 +3 ⊂ A2 +2 ·3 ⊂ A1 +3 ·3 ⊂ A0 +4 ·3 con lo que efectivamente
A es una 3-extensio´n que no es un conjunto de lagunas.
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Definicio´n 1.4.9. Sea m ∈ N. Definimos una m-filtracio´n como una secuen-
cia finita F = (F0, F1, ..., Ft) de subconjuntos no crecientes de N tales que
F0 = [1,m− 1] ⊃ F1 ⊃ . . . ⊃ Ft.
Vamos a ver ahora que existe una biyeccio´n entre las m-extensiones y las
m-filtraciones para cualquier m ∈ N.
Proposicio´n 1.4.10. Sea A = A0∪A1∪ ...∪At una m-extensio´n. Definimos
ahora Fi = −im+Ai para cada i = 1, . . . , t. Entonces F = (F0, F1, ..., Ft) es
una m-filtracio´n. Diremos que es la m-filtracio´n asociada a A.
Reciprocamente, sea F = (F0, F1, ..., Ft) una m-filtracio´n. Definimos aho-
ra Ai = im+ Fi para cada i = 1, . . . , t y A = A0 ∪A1 ∪ ... ∪At. Entonces A
es una m-extensio´n. Diremos que es la m-extensio´n asociada a F .
Demostracio´n. Sea A = A0 ∪A1 ∪ ...∪At una m-extensio´n. Definiendo Fi =
−im + Ai para cada i = 1, . . . , t, veamos que Fi es una m-filtracio´n. De la
definicio´n de m-extensio´n todos los Ai son subconjuntos de N y por tanto
tambie´n lo sera´n los Fi. La secuencia que generan los Fi tiene que ser finita
porque lo es t de la definicio´n de m-extensio´n. Adema´s F0 = −0m + A0 =
[1,m− 1]. Falta ver que es decreciente, como Fi = −im + Ai entonces Ai =
im+Fi y Ai+1 = (i+ 1)m+Fi+1. Sabemos, de nuevo por la definicio´n de m-
extensio´n, queAi+1 ⊂ Ai +m y si substituimos (i+1)m+Fi+1 ⊂ im+ Fi +m
y despejamos podemos concluir que F = (F0, F1, ..., Ft) es una secuencia
finita decreciente con F0 = [1,m− 1], y por lo tanto una m-filtracio´n.
Sea ahora F = (F0, F1, ..., Ft) una m-filtracio´n. Definiendo Ai = im + Fi
para cada i = 1, . . . , t, veamos que A = A0∪A1∪ ...∪At es una m-extensio´n.
De la definicio´n de m-filtracio´n todos los Fi son subconjuntos de N, de donde
tambie´n lo sera´n los Ai. Al ser F una secuencia finita se tiene t ∈ N. Adema´s
A0 = 0m+F0 = [1,m− 1]. Falta ver que Ai+1 ⊂ Ai +m, como Ai = im+Fi
entonces Fi = −im + Ai y Fi+1 = −(i + 1)m + Ai+1. Sabemos, de nuevo
por la definicio´n de m-filtracio´n que Fi+1 ⊂ Fi para todo i ∈ {1, . . . , t}.
Si substituimos −(i + 1)m + Ai+1 ⊂ −im+ Ai y despejando obtenemos la
desigualdad buscada. Luego A = A0 ∪A1 ∪ ...∪At ⊂ N para algu´n t ≥ 0 con
Ai+1 ⊂ Ai +m para todo i ≥ 0 y por tanto una m-extensio´n.
Definicio´n 1.4.11. Sea A = A0 ∪ A1 ∪ ... ∪ At una m-extensio´n. Vamos a
denotar por F = ϕ(A) a su m-filtracio´n asociada. Si A es un conjunto de
lagunas, llamaremos a F una filtracio´n de conjunto de lagunas.
Sea F = (F0, F1, ..., Ft) una m-filtracio´n. Vamos a denotar por A = τ(F )
a su m-extensio´n asociada.
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Nota 1.4.12. Por la Proposicio´n 1.4.10 se ve que las aplicaciones τ y ϕ son
inversas una de la otra.
Nota 1.4.13. En la Nota 1.4.7 dec´ıamos que todo conjunto de lagunas G de
multiplicidad m es una m-extensio´n, de donde F = ϕ(G) estara´ bien definido.
Notacio´n 1.4.14. Sea G un conjunto de lagunas y sea F su filtracio´n de
conjunto de lagunas asociada. Entonces denotaremos como ge´nero, multipli-
cidad, nu´mero de Frobenius, conductor y profundidad de F al respectivo de
G.
Vamos a dar ahora un ejemplo de un semigrupo nume´rico y su conjunto
de lagunas asociado en el que vamos a ver su particio´n cano´nica y su filtracio´n
de conjunto de lagunas asociada.
Ejemplo 1.4.15. Sea S el siguiente subconjunto de N0, S = 〈5, 7, 9〉 =
{0, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 15, . . .} que es un semigrupo nume´rico. Su conjunto de
lagunas asociado es G = N0 \ S = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 13}. La multiplicidad
es el elemento ma´s pequen˜o diferente de 0 que en este caso es m = 5. Y el
nu´mero de Frobenius que es el nu´mero ma´s grande que no esta en S, en este
caso el nu´mero ma´s grande de G que es f = 13 y por tanto el conductor
es c = f + 1 = 14 y la profundidad q = d c
m
e = d14
5
e = 3. Veamos ahora la
particio´n cano´nica de G:
G = G0 ∪ . . . ∪Gq−1 = G0 ∪G1 ∪G2,
G0 = [1,m] = [1, 4],
G1 = [m+ 1, 2m− 1] ∩G = {6, 8},
G2 = [2m+ 1, 3m− 1] ∩G = {11, 13},
F0 = G0 −m ∗ 0 = G0 = [1, 4],
F1 = G1 −m ∗ 1 = G1 − 5 = {1, 3},
F2 = G2 −m ∗ 2 = G2 − 10 = {1, 3}.
De donde la filtracio´n de conjunto de lagunas asociada a S es F =
([1, 4], {1, 3}, {1, 3}) y se suele representar como (1234), (13)2. (Esta u´ltima
notacio´n es escribir los elementos de F entre pare´ntesis y en el caso de que
hubiera n elementos repetidos (a1 . . . ak) se denotar´ıa como una potencia
(a1 . . . ak)
n)
Vamos a dar ahora una importante notacio´n para organizar los conjuntos
de lagunas y las filtraciones de conjunto de lagunas que nos permitira´ contar
los semigrupos en el Cap´ıtulo 3.
Notacio´n 1.4.16. Vamos a denotar ahora por
Γ al conjunto de todos los conjuntos de lagunas,
Γ(g) al conjunto de todos los conjuntos de lagunas de ge´nero g y
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Γ(g, q ≤ b) al conjunto de todos los conjuntos de lagunas de ge´nero g
y profundidad menor o igual que b.
De manera ana´loga, vamos a denotar por
F al conjunto de todas las filtraciones de conjuntos de lagunas,
F (g) al conjunto de todas las filtraciones de conjuntos de lagunas con
ge´nero g y
F ((g, q ≤ b)) al conjunto de todas las filtraciones de conjuntos de
lagunas con ge´nero g y profundidad menor o igual que b.
Podemos observar que Γ(g, q ≤ b) es un subconjunto de Γ(g) y F ((g, q ≤
b)) es un subconjunto de F .
Nota 1.4.17. No´tese que las aplicaciones τ y ϕ proporcionan biyecciones entre
F (g) y Γ(g) para todo g ≥ 0 y de aqu´ı obtenemos que ng =| Γ(g) |=| F (g) |,
∀g ≥ 0.
El caso b=3 es de especial importancia porque su cardinal es justamente
n′g que hemos introducido en la Definicio´n 1.2.4,
n′g =| Γ(g, q ≤ 3) |=| F (g, q ≤ 3) |, ∀g ≥ 0.
Demostraremos en el Cap´ıtulo 3 que si sustituimos ng por n
′
g en la Conjetura
1.2.2 entonces se cumple.
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Cap´ıtulo 2
Primeros acercamientos a la
conjetura
Notacio´n 2.0.1. A partir de ahora denotaremos ai como el i-e´simo nu´mero
de la sucesio´n de Fibonacci:
(a0 = 0, a1 = 1, y an = an−1 + an−2 para n > 1).
En este cap´ıtulo vamos a ver una cota superior y otra inferior de ng que
hasta el momento son las ma´s cercanas a la Conjetura 1.2.2. Ambas cotas
fueron deducidas por la propia creadora de la conjetura Mar´ıa Bras-Amoro´s.
Primero demostro´ que ng posee una cota inferior relacionada con la suce-
sio´n de Fibonacci, ma´s concretamente que es mayor que 2ag. Podemos obser-
var que la conjetura nos indica (ng)g≥0 tiene un comportamiento asinto´tica-
mente equivalente con la sucesio´n de Fibonacci, de ah´ı la importancia de esta
cota inferior que parece ir en la direccio´n correcta para probar la conjetura.
Un an˜o ma´s tarde consiguio´ demostrar que estaba acotado superiormente
por 1 + 3 · 2g−3. El me´todo usado esta´ basado en el a´rbol de los semigrupos
nume´ricos y el nu´mero de descendientes de los descendientes dependiendo del
nu´mero de descendientes de los nodos( que si recordamos como construimos
el a´rbol eran los semigrupos nume´ricos).
Para el tratamiento de este cap´ıtulo he seguido, a modo de guio´n, el
art´ıculo [3] en el que Mar´ıa Bras-Amoro´s trata de aproximarse a su conjetura.
2.1. Algunos resultados de combinatoria
Comenzaremos definiendo dos sucesiones de conjuntos que nos van a ayu-
dar a la demostracio´n del problema.
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El primer conjunto lo vamos a denotar como Ag y lo definiremos recursi-
vamente como A2 = {1, 3} y
Ag = {g + 1} ∪
 ⋃
m∈Ag−1
{0, 1, . . . ,m− 1}
 \{g − 2}
para g > 2. Es decir, los primeros te´rminos de la sucesio´n sera´n los siguientes
conjuntos:
A2 = {1, 3},
A3 = {0, 0, 2, 4},
A4 = {0, 0, 1, 1, 3, 5}
A5 = {0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 4, 6},
A6 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 5, 7},
A7 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 6, 8}.
El segundo conjunto lo denotaremos como Bg y lo definiremos recursiva-
mente como B2 = {1, 3} y
Bg = {0, g + 1} ∪
 ⋃
m∈Bg−1
{1, 2, . . . ,m}
 \{g, g − 2}
para g > 2. Y los primeros te´rminos de esta sucesio´n sera´n los siguientes
conjuntos:
B2 = {1, 3},
B3 = {0, 1, 2, 4},
B4 = {0, 1, 1, 1, 2, 3, 5}
B5 = {0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 4, 6},
B6 = {0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 7},
B7 = {0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 8}.
Estas sucesiones nos resultan muy interesantes porque como demostrare-
mos en los siguientes lemas debido principalmente a que el cardinal de cada
Ag es precisamente la cota inferior que buscamos al principio del tema y el
cardinal de Bg es la cota superior.
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Lema 2.1.1. Los conjuntos Ag para g ≥ 2 se pueden ver tambie´n como
Ag =
 2ag−2︷ ︸︸ ︷{0, 0, . . . , 0}∪ 2ag−3︷ ︸︸ ︷{1, 1, . . . , 1}∪ 2ag−4︷ ︸︸ ︷{2, 2, . . . , 2}∪ · · ·
∪
2a2︷ ︸︸ ︷
{g − 4, g − 4}∪
2a1︷ ︸︸ ︷
{g − 3, g − 3}
 ∪ {g − 1, g + 1} (2.1)
y adema´s |Ag| = 2ag.
Demostracio´n. Vamos a ver los dos resultados por induccio´n. Son consecuen-
cia del hecho que para i ≥ 2, tenemos ai = 1+
i−2∑
j=1
aj. Este resultado tambie´n
lo probaremos mediante una induccio´n. En primer lugar la igualdad es cierta
para i = 2, pues a2 = 1 +
0∑
j=1
aj = 1. Sea ahora un i ≥ 2 para el que se
cumple la hipo´tesis ai = 1 +
i−2∑
j=1
aj. Veamos que tambie´n es cierta para i+ 1.
Sabemos que la sucesio´n de Fibonacci cumple ai+1 = ai + ai−1 y, por nuestra
hipo´tesis de induccio´n ai+1 = 1 +
i−2∑
j=1
aj + ai−1 = 1 +
i−1∑
j=1
aj y concluimos.
Para g = 2 tenemos que A2 = {2 − 1, 2 + 1} = {1, 3} y |A2| = 2 = 2a2.
Suponemos cierta la hipo´tesis de induccio´n para un g ≥ 2, es decir, se cumple
(2.1). Veamos que se cumple para g + 1, tenemos
Ag+1 = {g + 2} ∪
 ⋃
m∈Ag
{0, 1, . . . ,m− 1}
 \{g − 1}
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y por la hipo´tesis de induccio´n tenemos que⋃
m∈Ag
{0, 1, . . . ,m− 1} =
 2ag−3︷ ︸︸ ︷{0, 0, . . . , 0}∪ 2ag−4︷ ︸︸ ︷{0, 0, . . . , 0, 2ag−4︷ ︸︸ ︷1, 1, . . . , 1}∪
2ag−5︷ ︸︸ ︷
{0, 0, . . . , 0,
2ag−4︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1
2ag−5︷ ︸︸ ︷
2, 2, . . . , 2}∪ · · · ∪
{
2a2︷︸︸︷
0, 0,
2a2︷︸︸︷
1, 1,
2a2︷︸︸︷
2, 2 , . . . ,
2a2︷ ︸︸ ︷
g − 5, g − 5}∪{
2a1︷︸︸︷
0, 0,
2a1︷︸︸︷
1, 1,
2a1︷︸︸︷
2, 2 , . . . ,
2a1︷ ︸︸ ︷
g − 4, g − 4}
∪
{0, 1, . . . , g − 1} ∪ {0, 1, . . . , g + 1}
Reordenando de manera conveniente y por ai = 1 +
i−2∑
j=1
aj obtenemos
⋃
m∈Ag
{0, 1, . . . ,m− 1} =
 2ag−1︷ ︸︸ ︷{0, 0, . . . , 0}∪ 2ag−2︷ ︸︸ ︷{1, 1, . . . , 1}
∪
2ag−3︷ ︸︸ ︷
{2, 2, . . . , 2}∪ · · · ∪
2a2︷ ︸︸ ︷
{g − 3, g − 3} ∪
2a1︷ ︸︸ ︷
{g − 2, g − 2}
 ∪ {g − 1, g}.
De aqu´ı deducimos que
Ag+1 = {g + 2}∪ 2ag−1︷ ︸︸ ︷{0, 0, . . . , 0}∪ 2ag−2︷ ︸︸ ︷{1, 1, . . . , 1}∪ 2ag−3︷ ︸︸ ︷{2, 2, . . . , 2}∪ · · · ∪ 2a2︷ ︸︸ ︷{g − 3, g − 3}
∪
2a1︷ ︸︸ ︷
{g − 2, g − 2}∪{g − 1, g}
 \ {g − 1}
y concluimos.
Podemos deducir de (2.1) (que ya hemos demostrado) que | Ag |= 2ag−2+
2ag−3 + . . . + 2a1 + 2 = 2
(
1 +
g−2∑
j=1
aj
)
y de la prueba realizada en primer
pa´rrafo concluimos.
2.2 Semigrupos ordinarios y no ordinarios 29
Lema 2.1.2. Los conjuntos Bg para g ≥ 2 se pueden ver tambie´n como
Bg = {0} ∪
 3·2g−4︷ ︸︸ ︷{1, 1, . . . , 1}∪ 3·2g−5︷ ︸︸ ︷{2, 2, . . . , 2}∪ · · · ∪ 3·20︷ ︸︸ ︷{g − 3, g − 3, g − 3}

∪{g − 2, g − 1, g + 1}
y adema´s |Bg| = 1 + 3 · 2g−3.
Demostracio´n. Ambos resultados se pueden deducir por induccio´n. Son con-
secuencia del hecho que para i ≥ 0, tenemos 2i = 1 +
i−1∑
j=0
2j. Este resultado
tambie´n debemos probarlo mediante una induccio´n. En primer lugar la igual-
dad es cierta para i = 0, pues 20 = 1 +
0∑
j=0
2j = 1. Sea ahora un i ≥ 0 para
el que se cumple la hipo´tesis 2i = 1 +
i−1∑
j=0
2j, veamos que tambie´n sera cierta
para i+ 1. Sabemos que 2i+1 = 2i · 2 y, por nuestra hipo´tesis de induccio´n a
2i+1 = (1 +
i−1∑
j=0
2j) · 2 = 2 +
i−1∑
j=0
2j+1 = 2 +
i∑
j=1
2j = 1 +
i∑
j=0
2j y concluimos.
Para g = 3 tenemos que B3 = {1, 3} = {2 − 1, 2 + 1}. Utilizando 2i =
1 +
i−1∑
j=0
2j se puede demostrar de manera ana´loga a la prueba del Lema
2.1.1.
2.2. Semigrupos nume´ricos ordinarios y no
ordinarios
Vamos a diferenciar ahora 2 tipos de semigrupos nume´ricos: los ordina-
rios y los no ordinarios que tendra´n especial utilidad a la hora de ver sus
respectivos descendientes dentro del a´rbol estudiado en el primer cap´ıtulo y
por tanto a la hora de contar el nu´mero de semigrupos nume´ricos. Como ve-
remos ma´s adelante los semigrupos nume´ricos ordinarios esta´n controlados,
es decir, sabemos con certeza como van a ser sus descendientes, mientras que
en el caso de los no ordinarios no.
Definicio´n 2.2.1. Sea S un semigrupo nume´rico. Diremos que S es ordinario
si es de la forma {0} ∪ {i ∈ N0 : i > n} para algu´n n ∈ N.
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Lema 2.2.2. Sea S un semigrupo nume´rico no ordinario. Suponemos que los
generadores mayores que el nu´mero de Frobenius son {λi1 < λi2 < . . . < λik} .
Entonces el nu´mero generadores mayores que el nu´mero de Frobenius del
semigrupo nume´rico S \ {λij} es al menos k − j y como mucho k − j + 1.
Demostracio´n. Sabemos que el nu´mero de Frobenius de S\{λij} es λij porque
es mayor que el nu´mero de Frobenius de S por definicio´n y obviamente no esta´
en el conjunto. Adema´s todos los generadores de S\{λij} que son generadores
minimales en S tambie´n lo tienen que ser en S \ {λij}.
Los elementos de S \ {λij} que no son generadores minimales en S y se
convierten en generadores de S \{λij} deben de ser de la forma λij +λr para
algu´n λr ∈ S. Denotamos m a la multiplicidad de S. Si λr > m entonces
λij +λr−m > λij y por lo tanto λij +λr = m+λs para algu´n λs ∈ S\ {λij}.
As´ı que el u´nico elemento que no es generador minimal en S que puede serlo
en S \ {λij} es m+ λij .
Recordando como hab´ıamos creado el a´rbol de semigrupos nume´ricos en
el primer cap´ıtulo, si un semigrupo tiene k generadores minimales mayores
que el nu´mero de Frobenius entonces tendra´ k descendientes y gracias al lema
que acabamos de demostrar deducimos que cada uno de estos descendientes
tendra´ al menos 0, 1, . . . , k − 1 y como mucho 1, 2, . . . , k respectivamente.
Vamos a ver ahora como se comportan los descendientes de los semigrupos
nume´ricos ordinarios. Estos descendientes tienen especial importancia porque
esta´n controlados. Es decir, su utilidad radica en que si estamos trabajando
en el a´rbol de los semigrupos nume´ricos y observamos un semigrupo nume´rico
ordinario sabemos como van a ser sus descendientes. Y por tanto podremos
contar de una manera mucho ma´s sencilla.
Lema 2.2.3. Sea S un semigrupo nume´rico ordinario de la forma {0,m +
1,m+ 2, . . .}. Entonces:
Su conjunto de generadores minimales es {m+ 1,m+ 2, . . . , 2m+ 1}.
El semigrupo nume´rico S\{m+ 1} tiene m+ 2 generadores minimales
mayores al nu´mero de Frobenius.
El semigrupo nume´rico S\{m+2} tiene m generadores minimales ma-
yores al nu´mero de Frobenius.
El semigrupo nume´rico S\{m+ r}, con r > 2, tiene m− r+ 1 genera-
dores minimales mayores al nu´mero de Frobenius.
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Demostracio´n. El primer punto se ve directamente de la definicio´n de semi-
grupo nume´rico ordinario, su primer generador es claramente m+1 y a partir
de 2m+ 2 pueden ser generados con los anteriores.
En el segundo punto el nu´mero de Frobenius sera´ m + 1 y los nuevos
generadores sera´n {m+ 2,m+ 3, . . . , 2m+ 3} y por tanto m+ 2 generadores
mayores que m+ 1.
En el tercer punto el nu´mero de Frobenius sera´ m+ 2 y los nuevos gene-
radores sera´n {m+ 1,m+ 3, . . . , 2m+ 1, 2m+ 3} y por tanto m generadores
mayores que m+ 2.
En el u´ltimo punto el nu´mero de Frobenius sera´ m+r. Los generadores de
S sera´n tambie´n generadores de S\{m+r} y por tanto m+r+1, . . . , 2m+1
son los generadores de S mayores al nu´mero de Frobenius. Solo tenemos que
ver que no hay ma´s generadores minimales, si existiera algu´n generador ma´s
tendr´ıa que ser de la forma m+ r+ s para algu´n s ∈ S\{m+ r}. Entonces s
debe ser diferente de 0 ni otro generador y por lo tanto m+r+s− (m+1) >
m+ r, entonces debe existir s′ ∈ S\{m+ r} tal que m+ r + s = m+ 1 + s′
y por tanto no es un generador minimal de S\{m+ r}.
Y con esto estamos en condiciones de demostrar el Teorema principal del
cap´ıtulo en el que veremos las dos cotas enunciadas anteriormente.
Teorema 2.2.4. El nu´mero de semigrupos de ge´nero g satisface ng ≥ 2ag
para todo g ≥ 2 y ng ≤ 1 + 3 · 2g−3 para todo g ≥ 3.
Demostracio´n. Para la primera prueba vamos a crear un nuevo a´rbol definido
por una ra´ız a la que definimos como 1 y que posee un solo descendiente que
denotamos con 2. En cada nodo el nu´mero de descendientes es igual al nu´mero
que hay en el nodo y definimos recursivamente denotando g como el nivel
y k el nu´mero que esta´ en el nodo. De manera que los descendientes de un
nodo k son 0, 1, . . . k−1 excepto cuando k = g+1, cuyos descendientes sera´n
0, . . . , k − 3, k − 1, k + 1. As´ı generamos el siguiente a´rbol.
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Entonces en este a´rbol, vamos a recoger en un conjunto los nodos de
cada nivel. As´ı podemos observar que en el nivel 0 obtenemos {1}, en el
nivel 1 obtenemos {2} y si el nivel g ≥ 2 obtenemos Ag. Adema´s gracias a
los Lemas 2.2.2 y 2.2.3 podemos concluir que esta´ contenido en el a´rbol de
los semigrupos nume´ricos y por tanto es un suba´rbol del mismo. Por tanto
podemos deducir que ng (que recordemos que es el nu´mero de semigrupos
nume´ricos de ge´nero g y por tanto el nu´mero de elementos del nivel g del
a´rbol de semigrupos) es mayor que | Ag |. Y gracias al Lema 2.1.1 deducimos
que ng ≥ 2ag para g ≥ 2.
Ahora para la segunda prueba crearemos un nuevo a´rbol definido de nuevo
por una ra´ız a la que definimos como 1 y que posee un u´nico descendiente
que definimos como 2 y recursivamente definimos denotando g como el nivel
y k el nu´mero que esta´ en el nodo. De manera que los descendientes de un
nodo k son 0, 1, . . . k excepto cuando k = g + 1, cuyos descendientes sera´n
0, . . . , k − 3, k − 1, k + 1. As´ı generamos el siguiente a´rbol.
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Entonces en este a´rbol, si recogemos de nuevo en un conjunto los nodos de
cada nivel. Podremos observar que en el nivel 0 obtenemos {1}, en el nivel 1
obtenemos {2} y si el nivel g ≥ 2 tenemos Bg. De nuevo, gracias a los Lemas
2.2.2 y 2.2.3 podemos concluir que el a´rbol de los semigrupos nume´ricos esta´
contenido en este a´rbol, y por este motivo lo denotaremos supera´rbol. Por
tanto podemos deducir que ng es menor que | Bg |. Y gracias al Lema 2.1.2
se tiene que ng ≤ 1 + 3 · 2g−3 para todo g ≥ 3.
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Cap´ıtulo 3
Aportacio´n de
Eliahou-Fromentin a la
conjetura
En este cap´ıtulo vamos a estudiar los casos en que la profundidad es q ≤ 2
y q ≤ 3 para los que veremos que se cumple la Conjetura 1.2.2. Este segundo
caso abarca pra´cticamente todos los ng por lo que es un paso muy importante
para aproximarnos a la prueba de la conjetura. En este cap´ıtulo he utilizado
como gu´ıa resultados recientes de Eliahou y Fromentin que se encuentran en
el art´ıculo [5].
3.1. Profundidad menor o igual que 2
Vamos a ver primero el caso q ≤ 2 en el que Zhao establecio´ que el
nu´mero de semigrupos de ge´nero g ≥ 0 y con q ≤ 2 es el mismo nu´mero
que el te´rmino g + 1 de la sucesio´n de Fibonacci. Es decir, si recordamos la
notacio´n introducida en el cap´ıtulo 1, | Γ(g, q ≤ 2) |= ag+1. Para verlo vamos
a precisar de un Lema y una Proposcio´n previa.
Lema 3.1.1. Sea m ∈ N. Toda m-filtracio´n F = (F0, F1) es una filtracio´n de
conjunto de lagunas de multiplicidad m y profundidad q ≤ 2. Contrariamente
toda filtracio´n de conjunto de lagunas de multiplicidad m y profundidad q ≤ 2
es una m-filtracio´n (F0, F1).
Demostracio´n. Sea F = (F0, F1) una m-filtracio´n. Veamos que A = τ(F )
es un conjunto de lagunas. A es una m-extensio´n, luego A = A0 ∪ A1 con
A0 = F0 = [1,m − 1] y A1 = F1 + m. Sea ahora z ∈ A. Podemos suponer
que z = x + y con x, y ∈ N y x ≤ y. Si z ∈ A0 entonces x e y deben
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pertenecer tambie´n a A0. Si z ∈ A1 y sabiendo, por ser F una m-filtracio´n,
que F1 ⊂ F0 = [1,m−1] tenemos que z ≤ 2m− 1 y por como hemos definido
x e y x ≤ m− 1, luego x ∈ A0. Por lo tanto A sera´ un conjunto de lagunas.
Una filtracio´n de conjunto de lagunas de multiplicidad m y profundidad
q ≤ 2 por definicio´n es una m-filtracio´n (F0, . . . , Fq−1) y en este caso (F0, F1).
Proposicio´n 3.1.2. Para todo g ≥ 2 tenemos
| F (g, q ≤ 2) |=| F (g − 1, q ≤ 2) | + | F (g − 2, q ≤ 2) |.
Demostracio´n. Sea F ∈ F (g, q ≤ 2) con multiplicidad m. Entonces por el
Lema 3.1.1 F = (F0, F1), donde F0 = [1,m − 1] y F0 ⊂ F1. Adema´s por la
Nota 1.4.5 tenemos que g =| F0 | + | F0 |. Se distinguen los siguientes casos
segu´n el ge´nero.
1) Si g = 0, tenemos que el conjunto de lagunas asociado es G = ∅, de donde
G0 = F0 = ∅ y G1 = F1 = ∅. Luego | F (0, q ≤ 2) |= 1.
2) Si g = 1, tenemos que el conjunto de lagunas asociado es G = {1}. Como la
multiplicidad es 2, tenemos que G0 = {1} = F0 y que G1 = G∩[2+1, 4−1] =
∅ = F1. Luego | F (1, q ≤ 2) |= 1.
3) Si g = 2, tenemos 2 posibles conjuntos de lagunas asociados que pueden
ser G = {1, 2} o G′ = {1, 3}. En el primer caso como la multiplicidad es
3 tenemos que G0 = F0 = [1, 2] y G1 = [4, 5] ∩ G = ∅, luego F1 = ∅. En
el segundo caso como la multiplicidad es 2 tenemos que G′0 = F
′
0 = {1} y
G′1 = {3} ∩ G′ = {3} y F ′1 = G′1 − 2 = {1}. Luego | F |=| F0 |= 2 y
| F ′ |=| F ′0 | + | F ′1 |= 2. Como estas dos son las u´nicas opciones que hay, y
por los dos casos anteriores se cumple la igualdad que queremos para g = 2.
4) Asumimos ahora que g ≥ 3. Como g =| F0 | + | F1 | deducimos | F0 |≥ 2
y como F0 = [1,m− 1] tenemos m ≥ 3. Vamos a volver a distinguir en casos:
• Si ma´xF1 ≤ m−2, y denotamos ahora F ′0 = F0 \{m−1} = [1,m−2] y
F ′1 = F1. F
′ es una m−1-filtracio´n porque claramente es una secuencia finita
de conjuntos de N y F ′1 ⊂ F ′0. Y por el Lema 3.1.1 tenemos que F ′ = (F ′0, F ′1)
es una m-filtracio´n de conjunto de lagunas que sera´ de ge´nero g − 1 porque
se le ha quitado un elemento. Luego F ′ ∈ F (g − 1, q ≤ 2).
• Si ma´xF1 = m− 1, denotamos ahora F ′′i = Fi \ {m− 1} para i = 1, 2.
De nuevo por el Lema 3.1.1 se tiene que F ′′ ∈ F (g − 2, q ≤ 2).
Como las aplicaciones F 7→ F ′ y F 7→ F ′′ son inyectivas y sus respectivos
dominios cubren el conjunto de F (g, q ≤ 2). De aqu´ı sigue que
| F (g, q ≤ 2) |=| F (g − 1, q ≤ 2) | + | F (g − 2, q ≤ 2) | .
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Inversamente, sea F = (F0, F1) una m-filtracio´n de conjunto de lagunas de
profundidad q = 2 y ge´nero g. Y, denotamos F̂0 = F0 ∪{m}, F̂1 = F1 ∪{m},
F̂ = (F̂0, F1) y
̂̂
F = (F̂0, F̂1). Entonces, por el Lema 3.1.1 tanto F̂ como
̂̂
F
son filtraciones de conjuntos de lagunas. Adema´s, tenemos que el ge´nero de
F̂ es g + 1 y el ge´nero de
̂̂
F es g + 2. Finalmente, las aplicaciones F 7→ F ′
y F 7→ F ′′ son inyectivas y tienen imagenes disjuntas en F (q ≤ 2), desde
que las filtraciones de conjuntos de lagunas de
̂̂
F son caracterizadas por la
propiedad de que tanto F0 como F1 tienen el mismo elemento maximal m
mientras que en F̂ tenemos que m = ma´xF0 > ma´xF1 = m−1. Por lo tanto,
| F (g, q ≤ 2) |=| F (g − 1, q ≤ 2) | + | F (g − 2, q ≤ 2) | .
Con esto llegamos al resultado ma´s importante de esta seccio´n en la que
apreciamos que ng bajo la condicio´n de profundidad menor o igual que 2 no
solo cumple la cota inferior marcada por la Conjetura 1.2.2, sino que se da
la igualdad.
Corolario 3.1.3. Para todo g ≥ 0 tenemos que | F (g, q ≤ 2) |= ag+1.
Demostracio´n. Sabemos que n0 = a1 = 1 que sucede cuando S = N0 y
G = ∅ y la profundidad es 0 ≤ 2. Y n1 = a2 = 1 se da cuando S = 〈2, 3〉 =
{0, 2, 3, 4, 5, 6, . . .} y G = {1} y la profundidad es 1 ≤ 2. De donde deducimos
que se cumple para los dos primeros te´rminos y el resto sale de la Proposicio´n
3.1.2.
3.2. Profundidad menor o igual que 3
Con esto hemos concluido con el caso de profundidad q ≤ 2. Pasemos
ahora al caso q ≤ 3. No solo veremos que con esta condicio´n cumple la
Conjetura 1.2.2 sino que tambie´n ofreceremos una cota superior para estos
nu´meros. Y como ya hemos comentado anteriormente, la importancia de este
caso radica en que al abarcar casi todos los ng nos acerca a la prueba de dicha
conjetura.
3.2.1. Cota inferior (la conjetura)
Adema´s, gracias a la cota presentada en esta seccio´n daremos ma´s adelan-
te una restriccio´n de la cota inferior dada en el cap´ıtulo 2. Ma´s precisamente,
ng ≥ n′g ≥ 2ag.
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Para conseguir demostrar las cotas mencionadas anteriormente, vamos a
comenzar definiendo 2 aplicaciones de F (q ≤ 3) en F (q ≤ 3).
Notacio´n 3.2.1. Sea m ∈ N y sea F = (F0, F1, F2) una m-filtracio´n de longi-
tud 3. Denotamos:
α1(F ) = (F0 ∪ {m}, F1, F2),
α2(F ) = (F0 ∪ {m}, F1 ∪ {m}, F2).
Como F es una m-filtracio´n sabemos que F0 = [1,m− 1] ⊇ F1 ⊇ F2. Luego
[1,m] ⊇ F1 ⊇ F2 y por tanto α1(F ) sera´ una (m + 1)-filtracio´n. Por otra
parte, [1,m] ⊇ F1 ∪ {m} ⊇ F2 y por tanto α2(F ) sera´ tambie´n una (m+ 1)-
filtracio´n.
Proposicio´n 3.2.2. Sea F = (F0, F1, F2) una filtracio´n de conjunto de la-
gunas y de ge´nero g. Entonces α1(F ), α2(F ) son filtraciones de conjunto de
lagunas de ge´nero g + 1 y g + 2 respectivamente.
Demostracio´n. Sea m la multiplicidad de F . Denotamos G = τ(F ) = G0 ∪
G1 ∪ G2 a su correspondiente conjunto de lagunas asociado que por la Pro-
posicio´n 1.4.10 sera´ G0 = F0 = [1,m− 1], G1 = m + F1 y G2 = 2m + F2. Y
por como definimos la particio´n cano´nica tenemos que G1 ⊂ [m+ 1, 2m− 1]
y G2 ⊂ [2m+ 1, 3m− 1].
Vamos a definir H = H0 ∪H1 ∪H2 como la m-extensio´n correspondien-
te a α1(F ), esto es H = τ(α1(F )). Y de nuevo por la Proposicio´n 1.4.10
obtenemos:
H0 = F0 ∪ {m} = [1,m],
H1 = F1 + (m+ 1),
H2 = F2 + 2(m+ 1).
Con todo esto podemos deducir que H1 = 1 + G1 y H2 = 1 + G2. Por
consiguiente:
H1 ⊂ [m+ 2, 2m],
H2 ⊂ [2m+ 3, 3m+ 1].
Adema´s como el ge´nero de G es g tenemos que el ge´nero de H es g+ 1 ya
que m ∈ H. Ahora falta ver que H es un conjunto de lagunas. Escogemos un
elemento z ∈ H con x, y ∈ N tales que x+ y = z. Suponemos sin pe´rdida de
generalidad que x ≤ y y queremos ver que x o y esta´n en H y as´ı demostrar
que es un conjunto de lagunas.
• Si z ∈ H0 entonces x, y ∈ H0 =⊂ H y concluimos.
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• Si z ∈ H1 y sabiendo que H1 ⊂ [m + 2, 2m], tenemos z ≤ 2m y de x ≤ y
se deduce que x ≤ m y por tanto x ∈ H0 ⊂ H y concluimos.
• Finalmente, si z ∈ H2 entonces como H2 ⊂ [2m + 3, 3m + 1] tenemos
que z ≤ 3m + 1. Si x ≤ m se tendr´ıa que x ∈ H0 y concluimos. As´ı que
suponemos que x ≥ m + 1 y entonces y ≤ 2m porque en caso contrario
tendr´ıamos z > 3m+1. Vamos a denotar ahora z′ = z−2 = (x−1)+ (y−1)
y desde que H2 = 1 +G2 se tiene que z
′ ∈ G2 ⊂ G. Del hecho de que G es un
conjunto de lagunas tenemos que x− 1 ∈ G o y − 1 ∈ G. Ma´s precisamente,
dado que m ≤ x− 1 ≤ y − 1 ≤ 2m− 1 tenemos x− 1 ∈ G1 o y − 1 ∈ G1 y,
por lo tanto, x ∈ H1 o y ∈ H1. Concluimos que H es un conjunto de lagunas.
Denotamos ahora H ′ como la (m+1)-extensio´n correspondiente a la filtra-
cio´n α2(F ), esto es, H
′ = τ(α2(F )). Entonces tenemos que H ′ = H∪{2m+1}
y desde que 2m+ 1 6∈ H tenemos que H ′ posee un elemento ma´s y por tanto
el ge´nero de H ′ sera´ g + 2.
Nos falta ver que H ′ es un conjunto de lagunas. Escogemos ahora un
entero z ∈ H ′, con z = x + y y suponemos sin pe´rdida de generalidad que
1 ≤ x ≤ y. Si z ∈ H, y como H es un conjunto de lagunas tenemos que
x ∈ H o y ∈ H. Nos queda ver el caso que z = 2m+ 1, pero entonces x ≤ m
y entonces x ∈ H0 ⊂ H ′. Por lo tanto tenemos que H ′ es un conjunto de
lagunas.
As´ı podemos concluir que α1(F ) y α2(F ) son filtraciones de conjunto de
lagunas de ge´nero g + 1 y g + 2 respectivamente. Adema´s ambos son de
profundidad q ≤ 3 y multiplicidad m + 1, ya que los dos contienen a [1,m],
pero no a m+ 1.
De estos resultados se deduce que α1, α2 son dos aplicaciones bien defini-
das e inyectivas α1, α2 : F (q ≤ 3) −→ F (q ≤ 3).
Proposicio´n 3.2.3. Las ima´genes de las aplicaciones vistas anteriormente
tienen interseccio´n vac´ıa. Es decir, Im(α1) ∩ Im(α2).
Demostracio´n. Sea F = (F0, F1, F2) ∈ F (q ≤ 3). De las definiciones de α1 y
α2, y de la definicio´n de aplicacio´n podemos deducir que si F ∈ α1 entonces
ma´xF0 > ma´xF1 > ma´xF2, mientras que si F ∈ α2 entonces ma´xF0 =
ma´xF1 > ma´xF2. Por lo que F no puede pertenecer a ambos conjuntos.
Con esto estamos en condiciones de ver que la conjetura se cumple para
el caso de que la profundidad sea menor o igual que 3.
Corolario 3.2.4. Para todo g ≥ 2, tenemos n′g ≤ n′g−1 + n′g−2.
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Demostracio´n. Para g ≥ 2, por la Proposicio´n 3.2.2 sabemos que si F ∈
F (g − 1, q ≤ 3) entonces α1(F ) ∈ F (g, q ≤ 3) y si F ∈ F (g − 2, q ≤ 3)
entonces α2(F ) ∈ F (g, q ≤ 3). Adema´s por la Proposicio´n 3.2.3 sabemos
que las ima´genes de estas aplicaciones son disjuntas. Por lo que el conjunto
F (g, q ≤ 3) contiene copias disjuntas de F (g − 1, q ≤ 3) y F (g − 2, q ≤ 3).
De donde se da la siguiente desigualdad | F (g, q ≤ 3) |≤| F (g − 1, q ≤ 3) |
+ | F (g − 2, q ≤ 3) |.
En el primer cap´ıtulo explicamos como construir los a´rboles de los semi-
grupos nume´ricos, y como vimos en el cap´ıtulo 2 se pueden crear suba´rboles
imponiendo condiciones, como por ejemplo que la profundidad q ≤ 3. Re-
cordemos que el a´rbol ten´ıa como ve´rtices los semigrupos y en cada nivel
hab´ıa ng ve´rtices. En este suba´rbol tendremos entonces como ve´rtices los
semigrupos que adema´s tengan profundidad q ≤ 3 y teniendo cada nivel n′g
ve´rtices.
Vamos a representar los niveles 5, 6 y 7 de este suba´rbol que se vera´n
respectivamente como un punto negro pequen˜o, como un punto gris y como
copias disjuntas del nivel 5 y 6 y dos ve´rtices a mayores representados por
puntos grises grandes de este suba´rbol. Hay respectivamente n′5 = 11, n
′
6 = 20
y n′7 = 33 ve´rtices. Podemos observar que para estos 3 niveles se cumple el
Corolario 3.2.4.
Nota 3.2.5. No´tese que con lo que hemos visto y siguiendo la notacio´n pode-
mos tener una refinamiento de la Conjetura 1.2.2. Puede ser expresado como
| F (g, q ≤ n) |≤| F (g − 1, q ≤ n) | + | F (g − 2, q ≤ n) | para todo g ≥ 2 y
para cualquier n ≥ 2.
La Proposicio´n 3.1.2 muestra la igualdad en esta cota para n = 2 y el
Corolario 3.2.4 nos muestra que se cumple la desigualdad para n = 3.
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3.2.2. Cota superior
De esta manera tenemos una cota inferior para n′g, vamos a establecer
ahora la siguiente cota superior n′g ≤ n′g−1 + n′g−2 + n′g−3. Ma´s adelante
veremos la relacio´n de esta cota con la sucesio´n de Tribonacci.
Proposicio´n 3.2.6. Sea F = (F0, F1, F2) ∈ F (g, q ≤ 3) con g ≥ 2. Entonces
F ∈ Im(α1)⇔ ma´xF0 > ma´xF1,
F ∈ Im(α2)⇔ ma´xF0 = ma´xF1 > ma´xF2.
Demostracio´n. ⇒) En ambos casos ya lo vimos en la Proposicio´n 3.2.3.
⇐) El u´nico caso que la multiplicidad es m = 1 es el caso en el que el
semigrupo nume´rico es N0 y entonces el ge´nero es 0. Como g ≥ 2 descartamos
este caso y denotamos m ≥ 2 la multiplicidad de F . Por definicio´n de m-
filtracio´n tenemos:
[1,m− 1] = F0 ⊃ F1 ⊃ F2
Y, por consiguiente, ma´xF0 = m−1. Ahora tenemos dos casos que considerar:
• ma´xF1 < m− 1
• ma´xF2 < ma´xF1 = m− 1
En ambos casos ma´xF2 ≤ m−2. Queremos ver que F ∈ Im(α1) en el primer
caso y F ∈ Im(α2) en el segundo.
Denotamos por G al conjunto de lagunas asociado a F , es decir, G =
τ(F ) = G0 ∪ G1 ∪ G2, donde, por definicio´n Gi = im + Fi para i = 0, 1, 2.
Definimos ahora los siguientes subconjuntos en N:
F ′0 = F0 \ {m− 1} = [1,m− 2], F ′1 = F1 \ {m− 1}, F ′2 = F2
y de [1,m− 1] = F0 ⊃ F1 ⊃ F2 tenemos que [1,m− 2] = F ′0 ⊃ F ′1 ⊃ F ′2, por
lo tanto deducimos que F ′ = (F ′0, F
′
1, F
′
2) es una (m − 1)-filtracio´n. No´tese
que en el primer caso F ′1 = F1.
Denotamos por G′ a la correspondiente (m − 1)-extensio´n asociada (no
tiene porque ser conjunto de lagunas). Es decir, G′ = τ(F ′) = G′0 ∪G′1 ∪G′2
donde por definicio´n G′i = i(m− 1) +F ′i para i = 0, 1, 2. En el primer caso el
ge´nero ser´ıa uno menos que el de G porque ma´xG0 = m − 1 6∈ G′0 y por la
hipo´tesis concluimos que el ge´nero ser´ıa g − 1. En el segundo caso el ge´nero
es g − 2 porque ma´xG0 = m− 1 6∈ G′0. Y del hecho de que m− 1 ∈ F1 pero
no pertenece a F ′1 concluimos. Ahora vamos a ver que en ambos casos G
′ es
un conjunto de lagunas.
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Para empezar, del Lema 3.1.1 deducimos que G′0 ∪G′1 es un conjunto de
lagunas de profundidad a lo sumo 2. Sea ahora un entero z ∈ G′2 de manera
que z = x + y con x, y ∈ N suponiendo que 1 ≤ x ≤ y. Veamos que x o y
pertenecen a G′.
• Si x ≤ m− 2 entonces x ∈ G′0 ⊂ G y concluimos.
• Asumimos ahora que x ≥ m− 1, sabemos que z ∈ G′2 = 2(m− 1) +F ′2,
es decir, z = 2(m− 1) + t para algu´n t ∈ F ′2 = F2 y como ma´xF2 ≤ m− 2 en
ambos casos deducimos que z ≤ 3m − 4, que sumado a que m − 1 ≤ x ≤ y
y z = x + y tenemos que y ≤ 2m − 3. Reescribiendo ahora la igualdad
(x + 1) + (y + 1) = z + 2 = 2m + t. Y dado que t ∈ F2 y por la definicio´n
llegamos a 2m+ t ∈ G2. Como G es un conjunto de lagunas y de lo anterior,
tenemos que x + 1 o y + 1 pertenece a G. Ma´s precisamente deducimos de
la siguiente desigualdad m ≤ x + 1 ≤ y + 1 ≤ 2m − 2 y de ma´xG0 =
m− 1,mı´nG2 ≥ 2m+ 1 que x+ 1 o y + 1 pertenece a G1. Por lo tanto x o y
pertenece a G1 − 1 = (m+ F1)− 1 = (m− 1) + F1.
◦ En el primer caso, como m−1 6∈ F1 tenemos que F1 = F ′1. Entonces x o y
pertenece a G1− 1 = (m+F1)− 1 = (m− 1) +F1 = (m− 1) +F ′1 = G′1 ⊂ G′
y concluimos que G′ es un conjunto de lagunas y F ′ es una filtracio´n de
conjunto de lagunas de ge´nero g − 1 y F = α1(F ′) por construccio´n. Por lo
tanto F ∈ Im(α1).
◦ En el segundo caso, como m− 1 ∈ F1 tenemos que F ′1 = F1 \ {m− 1}.
De la desigualdad x ≤ y ≤ 2m− 3 = (m− 1) + (m− 2), se sigue que x o y
pertenece de hecho a (m− 1) +F1 \ {m− 1} = (m− 1) +F ′1 = G′1. De donde
x o y debe pertenecer a G′ como quer´ıamos. Concluimos ahora que G′ es un
conjunto de lagunas y F ′ es una filtracio´n de conjunto de lagunas de ge´nero
g − 2 y F = α2(F ′) por construccio´n. Por lo tanto F ∈ Im(α2).
Proposicio´n 3.2.7. Sea F = (F0, F1, F2) una filtracio´n de conjunto de la-
gunas de multiplicidad m+ 1 ≥ 2 y profundidad 3. Como F es una (m+ 1)-
filtracio´n se tiene que F0 = [1,m] ⊃ F1 ⊃ F2 6= ∅. Denotemos como
mi = ma´xFi y F
′
i = Fi \ {mi} para i = 0, 1, 2. Entonces F ′ = (F ′0, F ′1, F ′2)
sera´ una filtracio´n de conjunto de lagunas.
Demostracio´n. Tenemos m = m0 ≥ m1 ≥ m2 ≥ 1. Denotamos G = τ(F ) y
G′ = τ(F ′). Entonces G = G0 ∪G1 ∪G2 y G′ = G′0 ∪G′1 ∪G′2 donde
Gi = i(m+ 1) + Fi
G′i = im+ F
′
i
para i = 0, 1, 2 en cada construccio´n. Como F es una filtracio´n de conjunto
de lagunas G es un conjunto de lagunas, y vamos a ver que G′ tambie´n lo es.
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Si F ′2 = ∅ el resultado es cierto debido a que F ′ = (F ′0, F ′1) es de longitud a
lo sumo 2 y por el Lema 3.1.1 concluimos.
Suponemos entonces que F ′2 6= ∅ y escogemos un z ∈ G′2. Entonces z =
2m + b para algu´n b ∈ F ′2, con b < m2 ≤ m por construccio´n. Suponemos
tambie´n que z = x+y para x, y ∈ N y suponemos sin pe´rdida de generalidad
que 1 ≤ x ≤ y. Es suficiente ver que x o y pertenece a G′.
• Si x ≤ m − 1, concluimos porque hemos razonado en demostraciones
anteriores x ∈ G′0 = F ′0 = [1,m− 1].
• Suponemos que x ≥ m. Debido a x + y = z = 2m + b ≤ 3m − 1,
obtenemos que y ≤ 2m−1. Y adema´s de la anterior igualdad deducimos que
z+2 = 2(m+1)+b ∈ G2 por definicio´n. Y como G es un conjunto de lagunas
y z+2 = (x+1)+(y+1) tenemos que x+1 ∈ G o y+1 ∈ G. Ma´s precisamente,
como ma´xG0 = m y mı´nG2 ≥ 2m + 3 y m + 1 ≤ x + 1 ≤ y + 1 ≤ 2m
deducido de las anteriores desigualdades mencionadas tenemos que x+1 ∈ G1
o y + 1 ∈ G1. De Gi = i(m + 1) + Fi vemos que x −m ∈ F1 o y −m ∈ F1.
Vamos a suponer que x − m 6∈ F ′1 e y − m 6∈ F ′1, y como F ′i = Fi \ {mi}
tenemos que m1 = x −m o m1 = y −m. Por la suposicio´n de y ≥ x vemos
que y −m ≥ m1, pero entonces 2m+ b = z = x+ y ≥ x+m1 +m, es decir,
que m + b ≥ x + m1, lo que implica que x ≤ m + (b−m1) < m. Adema´s,
como b ∈ F ′2 tenemos que b < m2 ≤ m1, y hemos llegado a un absurdo en
la suposicio´n que x ≥ m. Por lo tanto, la hipo´tesis de que x − m 6∈ F ′1 y
y 6∈ F ′1 tambie´n es absurda. Con lo que x ∈ G′1 o y ∈ G′1. De do´nde G′
sera´ un conjunto de lagunas y por tanto F ′ una filtracio´n de conjunto de
lagunas.
No´tese que este resultado no se mantiene en general para q ≥ 4. Vamos
a ver un caso en el que no se cumple.
Ejemplo 3.2.8. Sea la filtracio´n
F = (F0, . . . , F7)
= ({1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 3}, {1, 3}, {1, 3}, {1, 3}, {1})
o, lo que es lo mismo, F = (123)2, (13)4, (1). Sabemos que esta filtracio´n
es una filtracio´n de conjunto de lagunas gracias a [5, Thm. 8.3]. Denota-
remos por G al conjunto de lagunas asociado a F . Es decir, G = τ(F ) =
G0 ∪ . . . ∪ G6 siendo Gi = Fi + im para i = 0, . . . , 6. Y por tanto G =
{1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25} sera´ el conjunto de lagunas del
semigrupo nume´rico S generado por 〈4, 10, 27, 29〉. Es decir, la multiplicidad
es m = 4 y el nu´mero de Frobenius f = ma´x(Z \ S) = ma´xG = 25. Por lo
tanto la profundidad es q = d c
m
e = d26
4
e = 7 ≥ 4.
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Si suprimimos ahora el ma´ximo de cada Fi como en la Proposicio´n 3.2.7,
es decir, F ′i = Fi \{ma´xFi} obtenemos la filtracio´n F ′i = (12)2, (1)4 y veamos
que el correspondiente conjunto asociado no es un conjunto de lagunas. Sea
G′i = F
′
i + im para cada i = 0, . . . , 5. Tenemos G
′ = τ(F ′) = G′0 ∪ . . .∪G′5 =
{1, 2, 3, 4, 7, 10, 13, 16} que no es un conjunto de lagunas porque 8+8 = 16 ∈
G′ pero 8 6∈ G′.
Corolario 3.2.9. Sea F = (F0, F1, F2) una filtracio´n de conjunto de lagunas
de multiplicidad m + 1 ≥ 2 y profundidad 3 tal que ma´xF0 = ma´xF1 =
ma´xF2 = m. Denotando ahora F
′
i = Fi \ {m}. Entonces F ′ = (F ′0, F ′1, F ′2)
sera´ una filtracio´n de conjunto de lagunas.
Demostracio´n. Es un caso particular de la Proposicio´n 3.2.7 en la que m =
mi = ma´xFi para i = 0, 1, 2 siendo m una unidad ma´s baja que la multipli-
cidad.
Estamos en condiciones de probar que se verifica la cota superior para n′g.
Teorema 3.2.10. Para todo g ≥ 3 se cumple n′g ≤ n′g−1 + n′g−2 + n′g−3.
Demostracio´n. Los 5 primeros te´rminos de la secuencia de n′g son 1,2,4,6 y
11, luego la desigualdad se mantiene para g = 3, 4, 5. Suponemos entonces
que g ≥ 6 y llamamos X al conjunto F (g, q ≤ 3). Consideramos la particio´n
X = X1 ∪X2 ∪X3, donde para F = (F0, F1, F2) ∈ X tenemos:
•F ∈ X1 ⇐⇒ ma´xF0 > ma´xF1,
•F ∈ X2 ⇐⇒ ma´xF0 = ma´xF1 > ma´xF2,
•F ∈ X3 ⇐⇒ ma´xF0 = ma´xF1 = ma´xF2.
De la Proposicio´n 3.2.6 tenemos que F ∈ X1 s´ı y so´lo s´ı F ∈ Im(α1), y
F ∈ X2 s´ı y so´lo s´ı F ∈ Im(α2). Por las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3 tenemos
| X1 |= n′g−1 y | X2 |= n′g−2 y por el Corolario 3.2.9 deducimos que X3
puede ser incrustado en F (g − 3, q ≤ 3), eliminando el ma´ximo comu´n de
F0, F1 y F2. As´ı obtenemos |X\ (X1 ∪X2)| ≤ |F (g − 3, q ≤ 3)| = n′g−3 y
concluimos.
Podemos resumir la Conjetura 1.2.2 y la cota superior para n′g en el
siguiente corolario, siendo as´ı el resultado ma´s importante del cap´ıtulo.
Corolario 3.2.11. Para todo g ≥ 3 se cumple n′g−1 + n′g−2 ≤ n′g ≤ n′g−1 +
n′g−2 + n
′
g−3.
Demostracio´n. La cota inferior se ha demostrado en la Proposicio´n 3.2.4 y
la cota superior en el Teorema 3.2.10.
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Vamos a an˜adir ahora una u´ltima cota superior relacionada con la sucesio´n
de Tribonacci y una cota inferior relacionada con la sucesio´n de Fibonacci.
Notacio´n 3.2.12. Denotaremos ti como el i-e´simo nu´mero de la sucesio´n de
Tribonacci (secuencia de Fibonacci de orden 3):
(t0 = 0, t1 = 1, t2 = 1 y an = an−1 + an−2 + an−3 para n > 2).
Corolario 3.2.13. Para todo g ≥ 3 se cumple 2ag ≤ n′g ≤ tg+1.
Demostracio´n. Vamos a realizar una primera induccio´n para ver la que se
cumple la cota inferior. La igualdad es cierta para g = 3, pues n′3 = 4 = 2a3.
Supongamos que la hipo´tesis de induccio´n es va´lida hasta un cierto g+1 ≥ 3.
Entonces tenemos por Proposicio´n 3.2.4 n′g ≥ n′g−1 + n′g−2 y por nuestra
hipo´tesis de induccio´n obtenemos que n′g ≥ 2ag+1+2ag = 2ag+2 y concluimos.
Para la prueba de la cota superior vamos a realizar una segunda induccio´n.
En primer lugar observamos que la cota es cierta para g = 1, 2, 3, y adema´s
se da la igualdad. Pues (n′1, n
′
2, n
′
3) = (1, 2, 4) = (t2, t3, t4). Supongamos que
la cota superior es va´lida hasta g+ 2. Entonces tenemos por Teorema 3.2.10
n′g+3 ≤ n′g +n′g+1 +n′g+2 y por nuestra hipo´tesis de induccio´n obtenemos que
n′g+3 ≤ tg+1 + tg+2 + tg+3 = tg+4 y concluimos.
Nota 3.2.14. No´tese que 2ag ≤ n′g es una cota ma´s fuerte que 2ag ≤ ng
demostrada en 2.2.4.
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